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ПРЕДИСЛОВИЕ

Математическая экология как наука начала формироваться
в начале XX столетия. Ее возникновению способствовали труды
выдающегося математика Вито Вольтерра и его современников
Л. Лотки и В. А. Костицина. Дальнейшее развитие математи-
ческой экологии связано с именами Г. Ф. Гаузе, А. Н. Колмо-
горова, Ю. Одума, Ю. М. Свирежева, Р. А. Полуэктова и др.
Наиболее глубоко математические методы проникли в исследо-
вание вопросов динамики численности биологических популя-
ций, занимающих центральное место в задачах экологии и по-
пуляционной генетики.

Вместе с тем внимание многих исследователей привлекают
проблемы взаимодействия человека и биосферы в современных
условиях, когда возможности человека влиять на изменение
процессов в биосфере стали сравнимы с энергией естественного
происхождения. В настоящее время трудные сами по себе проб-
лемы экономики и социального развития тесно переплелись с
проблемами загрязнения окружающей среды, эволюции клима-
та, устойчивого существования экосистем, истощения природ-
ных ресурсов и т. д. В связи с загрязнением окружающей сре-
ды и усилившимся воздействием человека на природу экология
приобрела особое значение. Экология — это наука об отноше-
ниях растительных и животных организмов между собой и с
окружающей средой. Ее объектами являются популяции орга-
низмов, биологические виды, сообщества, экосистемы п биосфе-
ра в целом. Особое направление — экология человека — состоит
в изучении общих закономерностей взаимоотношений природы
и общества. Именно поэтому экология сильно отличается от
других наук, здесь мы не обнаруживаем единой основы, кото-
рая в других науках подобно мощному стволу дерева порож-
дает более специализированные направления исследований.
Как раз наоборот, многие науки: ботаника, зоология, климато-
логия, физическая география, почвоведение, биохимия, микро-



биология, прикладная математика, социология, география насе-
ления, экономика, образующие как бы массу ее корней, слива-
ясь воедино, формируют могучий ствол.

Необходимость решения экологических проблем требует от
математиков разработки специальных методов построения и
исследования математических моделей экологических процес-
сов. Основой для разработки таких методов служат фундамен-
тальные исследования в области теории управления, теории игр,
теории систем и т. д. Целью настоящей монографии является
привлечение внимания математиков, экологов, экономистов,
биологов к вопросам развития математического аппарата,
ориентированного на решение экологических проблем.

Монография состоит из шести глав.
В первую главу включены классические модели функциони-

рования биологических сообществ, оптимизационные задачи
управления численностью видов, входящих в сообщества, воп-
росы устойчивости экологических систем. Во второй главе при-
ведены модели загрязнения атмосферы, излагаются методы
решения задач ограничения выбросов и оптимального размеще-
ния промышленных предприятий — источников выбросов.
В третьей главе приводятся результаты применения теоретико-
игрового подхода к анализу моделей, построенных в главе 2.
Строится модель согласования интересов различных взаимодей-
ствующих сторон при использовании ограниченных природных
ресурсов, предлагаются способы нормирования объемов расхо-
дования ресурсов, оптимизации штрафных санкций. В четвер-
той главе рассматриваются иерархические системы управления
развитием замкнутых экологических систем. Исследуются сис-
темы, моделируемые иерархическими играми, ромбовидные
системы управления с дополнительными связями, динамическая
устойчивость экологических решений. Пятая глава посвящена
многокритериальным оптимизационным задачам управления.
Строится многокритериальная модель развития замкнутой эко-
системы. Излагаются методы оптимального управления много-
критериальными системами, предлагается метод построения
Парето-оптимальных множеств в задаче сближения с несколь-
кими целевыми точками. Шестая глава посвящена анализу
математнко-экологических моделей сельскохозяйственного про-
изводства. В ней вводятся балансовые соотношения между
отраслями животноводства и растениеводства, а также балан-
совые уравнения между отраслями основного и вспомогатель-
ного производств. Решается задача оптимизации сельскохозяй-
ственного производства по отраслям и регионам.

Авторы выражают благодарность К. Я. Кондратьеву,
B. Г. Суздалю и Г. Г. Ткаченко за внимание к работе, а также
C. И. Швец, В. А. Еськовой, С. А. Романовой за помощь в
оформлении рукописи.



Г л а в а 1

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
ПОПУЛЯЦИОННОЙ ДИНАМИКИ

Попытки математического моделирования динамики как
отдельных биологических популяций, так и сообществ, включа-
ющих взаимодействующие популяции различных видов, пред-
принимались давно. Одна из первых моделей роста изолиро-
ванной популяции была предложена еще в 1798 г.:

где N — численность популяции; ц — разность между коэффи-
циентами рождаемости и смертности. Решение этого уравнения
N(t) =N(0)e *•* при |х>0 неограниченно возрастает. Однако
эффект неограниченного экспоненциального роста популяции в
природе, где ресурсы, обеспечивающие этот рост, ограничены,
не наблюдается. Как правило, численность популяции в задан-
ной среде ограничена некоторой величиной К, называемой
емкостью среды: при t-*-oo N(t)-*-K. Модели, учитывающие в
какой-то степени это обстоятельство, появились позже. Напри-
мер, в 1825 г. Б. Гомпертц [51] рассмотрел следующую модель,
описывающую эффект «насыщения»:

dn/dt=-[iN\n(N/K)/\nK.
Однако эксперименты с животными показали, что насыщение
наступает существенно быстрее, чем это следует из решения

e - ,.,t/inK

этого уравнения.
Наконец, в 1838 г. Ферхюльст предложил довольно простую

и наглядную модель, которая достаточно хорошо описывала
динамику многих биологических популяций:

Наиболее серьезное исследование моделей биологических
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сообществ, включающих в себя несколько популяций различ-
ных видов, было проведено в работе В. Вольтерра [4]. Напри-
мер, динамика взаимодействия в сообществе двух биологиче-
ских популяций описывается системой дифференциальных урав-
нений

где е; — коэффициенты естественного прироста (или смертнос-
ти) популяции; yi— коэффициенты межвидового взаимодейст-
вия. В зависимости от выбора коэффициентов модель описы-
вает либо борьбу видов за общий ресурс, либо взаимодействие
типа хищник — жертва, когда один вид является пищей для
другого. Если в работах других авторов основное внимание уде-
лялось построению различных моделей, то В. Вольтерра провел
глубокое исследование построенных моделей биологических
сообществ. Именно с книги В. Вольтерра [4], по мнению мно-
гих ученых, началась современная математическая экология.
В послесловии к русскому изданию этой книги Ю. М. Свире-
жев пишет, что «труд В. Вольтерра — это, несомненно, теория
биологических сообществ, построенная именно как математи-
ческая теория».

Одной из главных проблем математической экологии явля-
ется проблема устойчивости экосистем. Под «устойчивостью»
понимают обычно сохранение числа видов в данном биологиче-
ском, сообществе, отсутствие колебаний численности популяций,
входящих в сообщество, и т. д. Иногда за меру устойчивости
сообщества принимают его разнообразие. Этот подход основан
на предположении, что более широкий набор видов может луч-
ше реагировать на различные изменения внешней среды и тем
самым обеспечивать сохранение числа видов, уменьшать коле-
бания их численности. Среди экологов широко применяется
информационная мера видового разнообразия

2> ^
i-i 1=1

где п — число видов в сообществе; Ni — численность £-го вида.
При таком подходе естественно считать, что сообщество тем
более устойчиво, чем больше величина D. Известно, что D дос-
тигает максимума, если р,= 1/п, т. е. когда все виды имеют оди-
наковую численность. Однако это не соответствует реальности,
поскольку в естественных условиях, как правило, существуют
доминирующие виды. Основной недостаток информационной
меры устойчивости заключается в том, что она не учитывает
взаимодействия внутри сообщества. Применение информацион-
ной меры вполне удовлетворительно к сообществам, находя-
щимся па ранних стадиях развития, когда их взаимодействие
еще слабо.

Математическая теория устойчивости имеет дело не с реаль-



ными объектами, а с их математическими моделями. Сущест-
вует несколько определений понятия устойчивости, однако
основным является понятие устойчивости но Ляпунову.

Предположим, что динамика взаимодействия видов описы-
вается системой дифференциальных уравнении

u N2 N n ) , i - l , 2 п, <*)

правые части которой удовлетворяют условиям, гарантирующим
существование и единственность непрерывно дифференцируе-
мого решения, исходящего в момент времени t = tn из точки

Состоянием равновесия или стационарным состоянием назы-
+ *

вается точка N* фазового пространства, такая, что fi(N{ , N „ ^
..., N п )==0 для всех 1= 1, 2, ..., п.

О п р е д е л е н и е 1. Решение N = N* системы (*) назо-
вем устойчивым по Ляпунову, если по любому Е > 0 ДЛЯ данно-
го ta^O можно указать б>0, такое, что при 2 ( N. ~ ^i) *^ °2

будет S(Afi(f, N° , Nl , ... ,№n , L)—N. ) "<e при t

Здесь Nt ( t, N\ , Nl , ..., N\ , h ) ( i - 1, 2, ..., n) -

шение системы (*) с начальными данными Л', , ;V 2

ре-

)... ,№п , t0. Если при этом 2 ( Ar, \t. N\ , №„ N " , to)—Nt )

-+Q при /-> +oo, то решение N = N* называется асимптотически
устойчивым.

Функцию V(JV|, Л̂ 2, ..., Л^„), заданную в фазовом простран-
стве системы (<•), будем называть положительно определен-
ной (отрицательно определенной), если:

\ , N*2 N*n ) « 0 ;

2) V(Ni, N2, ..., .V,,)>0 {V(NU N2, .... Л'„)<0) для
О п р е д е л е н и е 2. Производной функции V(NU N2, ..., N,,)

вдоль траекторий N(/)-(yV,(/, /v" , №г №n , / 0 ), ^ 2 ( / , №{ _

;V 2 ,..., Nn , / 0 ), ..., Nn(t, N " , N I , ..., №n , t0)) системы (-)
назовем выражение

j ^ ( u Л'2> ..., N n ) .

Имеют место следующие основополагающие теоремы.



Теорема 1. Если система дифференциальных уравнений
(*) такова, что можно найти положительно определенную
функцию V, производная которой W, вычисленная в силу сис-
темы (*) , удовлетворяет неравенству W^O, то положение
равновесия устойчиво.

Теорема 2. Положение равновесия N* системы ( * ) будет
асимптотически устойчивым, если выполнены условия теоремы 1
и, кроме того, функция W отрицательно определена.

Более подробно с основами математической теории устойчи-
вости можно ознакомиться в [14].

С устойчивостью экосистем тесно связаны вопросы опти-
мального управления этими системами, так как вмешательство
человека в функционирование биологических сообществ должно
происходить таким образом, чтобы воздействие на экосистему
осуществлялось с учетом сохранения устойчивости равновесных
состояний системы. При этом возникает задача управления
системой с целью перевода ее из одного устойчивого состояния
в другое. Поэтому в настоящей главе наряду с вопросами устой-
чивости рассматриваются оптимизационные задачи управления
экосистемами.

§ 1. СОСУЩЕСТВОВАНИЕ ДВУХ
БИОЛОГИЧЕСКИХ ВИДОВ

Следуя В. Вольтерра, предположим, что в условиях неогра-
ниченного количества пищи численности популяций двух видов
Ni и N2 имеют постоянные положительные коэффициенты при-
роста 61 И Е2-

В действительности при возрастании численности популяций
количество пищи, а с ним и коэффициенты прироста будут
убывать. Отразим это, представив коэффициенты прироста в
виде ei—yiF(N\, N2) и £2—72^(^1. ^ 2 ) , где уь Y2 — положитель-
ные постоянные, характеризующие потребности в пище каждого
из видов; F(Nu N2)—скорость потребления нищи. Предполо-
жим, что функция F(Ni, N2) обращается в нуль при iVi = 0 и
N2 = 0 и монотонно неограниченно возрастает по каждой из не-
ременных.

Динамика развития популяций может быть описана систе-
мой дифференциальных уравнений

dNl/dt=Ni(ei-ylF(NuN2)),
(1.1)

N2)).

Перепишем (1.1.) в виде

ei-yiF(Nu N«),
(1.2)

N2).



Исключая из (1.2) функцию F(Ni, JV2), получим
d\t\N2

или
din I .V,"

Решение этого уравнения имеет вид

КГ"
^ = Л,(0), # 2 ( )

Нетрудно показать, что решение системы (1.1) с положи-
тельными начальными данными ограничены на бесконечном
интервале времени. Действительно, найдем значение N'\, такое,
что F(N'\, 0)>ei/vi, тогда, если решение N\{\) достигает значе-
ния N'u то получаем

F{NU N3)>F(N'U
и, следовательно, clNi/dt (см. (1.1)) становится меньше нуля,
что делает дальнейший рост Ni(t) невозможным. Аналогичные
рассуждения можно провести и для Л^(0-

Обратимся к исследованию выражения (1.3). Предположим,

что ei/Yi>e2/Y2, тогда отношение N^2/N J'будет бесконечно воз-

растать, т. е. lini(ivy2 IN J1 ] = + оо. Отсюда в силу ограничен-

ности ./V, и Л̂ г получаем, что N2(t)-+0.

Это означает, что численность второй популяции, для кото-
рой значение ei/yi меньше, убывает, стремясь к нулю, в то вре-
мя как численность первой стремится к значению, определяе-
мому из уравнения EJ — y\F(Nit 0 ) = 0 . Это подтверждает инту-
итивный вывод о том, что исчезает вид, обладающий меньшим
коэффициентом естественного прироста и более чувствительный
к нехватке пищи.

Рассмотрим случай, когда один из видов является хищни-
ком, а другой — жертвой, и будем считать, что хищник питает-
ся только жертвой. Примем следующую простую гипотезу:
коэффициент прироста жертвы равен ei — Yi^2, а коэффициент
прироста хищника \2N\- ег, где JVI — численность популяции
жертвы; Л̂ 2 — численность популяции хищника; ei — коэффи-
циент естественного прироста жертвы; yi — скорость потребле-
ния жертвы хищником; ег — коэффициент смертности хищника
в отсутствие жертвы; у2 — коэффициент «переработки» хищни-
ком биомассы жертвы в собственную биомассу. Тогда динами-



ка численности популяций в системе хищник — жертва будет
описываться дифференциальными уравнениями

,
(1.4)

dN2/dt^N2{y2Nl-e2).
Умножим первое уравнение на \2 и сложим со вторым, умно-
женным на Yb

2. (1.5)

Далее умножим первое уравнение на E2/N\ И СЛОЖИМ СО вторым,
умноженным на e\/N2:

ИГ 1F l t rfT i. (.1.6)

Из (1.5) и (1.6) следует

dNi , dN« rfln/V, , dlnN»

Интегрируя, получаем

^ J \ (1.7)

где с = Л'" е \ № е
I / \ 2

Уравнение (1.7) описывает семейство замкнутых кривых с
• * » •

центром в точке (W, , N2 ) : N , = г,/у2, Л^2 =EI/YI- Изучая
поведение этих кривых, В. Вольтерра пришел к важному выво-
ду о периодичности колебаний численности популяций и об

* *
устойчивости положения равновесия (N { ,N). Оказывается,
yV, и JV2 являются средними значениями Nj и N2 соответствен-
но по периоду колебания. Действительно, перепишем уравнения
(1.4) в виде

^ = e i Y , A 2 ) _ _ =

Проинтегрируем обе части уравнений по интервалу времени,
равному одному периоду колебаний, и с учетом периодичности
получим

0 = е,Г-\'1 \Nndt, Q^—e^T+y.JNidt.
о о

Окончательно имеем

Эти соотношения выражают закон сохранения средних значе-
ний, который формулируется следующим образом. Средние

ю



(и течение периода 7") значения чиеленностей хищнпкои и жертв
не зависят от начальных условий и равны численностям в поло-
жении равновесия.

Предположим, что в системе хищник — жертва происходит
искусственное уничтожение особей обоих видов, и рассмотрим
вопрос о том, каким образом уничтожение особей влияет на
средние значения их численности, если осуществляется пропор-
ционально этой численности с коэффициентами пропорциональ-
ности щ и «2 соответственно для жертвы н хищника. С учетом
сделанных предположений систему уравнений (1.4) перепишем
в виде

dNxldt = N{{z,-ax-yxN2), a,>0,
(1.8)

dN2ldt = Ni(—e2-a2 + y2^\), а2>0.
Предположим, что ai<ei, т. е. коэффициент истребления

жертвы меньше коэффициента ее естественного прироста.
В этом случае также будут наблюдаться периодические колеба-
ния численности. Вычислим средние значения чиеленностей:

1 Т
о о

Таким образом, если ai<Cei, то средняя численность популя-
ций жертвы возрастает, а хищника — убывает.

Рассмотрим случай, когда коэффициент истребления жертвы
больше коэффициента ее естественного прироста, т. е. ai>ei.
В этом случае г\ — щ—yiN2<C0 при любых yV2>0, и, следова-
тельно, решение первого уравнения (1.8) ограничено сверху
экспоненциально убывающей функцией Ni(t)^N, е е ' О | ,
т. е. Nx(t)-*~O при t-*-<x. __

Начиная с некоторого момента времени /, при котором
Y?W| (0 —02—62 = 0, решение второго уравнения (1.8) также на-
чинает убывать и при *-»-оо стремится к нулю.

Таким образом, в случае ai]>ei оба вида исчезают.

§ 2. ОБОБЩЕННЫЕ МОДЕЛИ ВОЛЬТЕРРЛ
ТИПА ХИЩНИК-ЖЕРТВА

Первые модели В. Вольтерра, естественно, не могли отра-
жать все стороны взаимодействия в системе хищник — жертва,
поскольку они были в значительной мере упрощены относитель-
но реальных условий. Например, если численность хищника
N2 равна нулю, то из уравнений (1.4) следует, что численность
жертвы неограниченно возрастает, что не соответствует дейст-
вительности. Однако ценность этих моделей состоит именно в
том, что они были основой, на которой быстрыми темпами на-
чала развиваться математическая экология.
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Появилось большое число исследований различных модифи-
каций системы хищник — жертва, где были построены более
общие модели, учитывающие в той или иной степени реальную
ситуацию в природе.

В 1936 г. А. Н. Колмогоров предложил использовать для
описания динамики системы хищник — жертва следующую сис-
тему уравнении:

dNJdt^NigiiNu Nrf.dNaldt^NagaiNu N2),
где gi убывает с возрастанием численности хищников, а g2 воз-
растает с увеличением численности жертвы.

Эта система дифференциальных уравнений в силу ее доста-
точной общности позволяет хорошо учитывать реальное поведе-
ние популяций и вместе с тем проводить качественный анализ
ее решений.

Позднее в работе [21] Колмогоров исследовал подробно
менее общую модель

(1.9)

Модели аналогичного типа рассматривались в работах [51, 57].
Различные частные случаи системы дифференциальных

уравнений (1.9) исследовались многими авторами. В таблице
приведены различные частные случаи функций g\(N\), L(N\),
g2{N\, N2) в таких моделях (см. [58]).

Различные модели сообщества «хищник-жертва»

El
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Рассмотрим модель, в которой учитывается йнутривидовая
конкуренция среди особей жертвы [45]:

2

(1.10)
l = kylNlN2—z2N2.

Здесь внутривидовая конкуренция учитывается с помощью сла-
гаемого yN t . В этой модели численность популяции жертвы
при отсутствии хищника не возрастает до бесконечности, а огра-
ничена, как легко видеть, константой г\/у, Y > 0 .

Система (1.10) имеет единственное нетривиальное положе-
* •

ние равновесия (Л', , N0 ):
/V* = — /V* = е|АЧ'-р-'?

Поскольку A'i ограничено, то, очевидно, должно выполняться

неравенство Л', = F2/(/'Vi) ^P-I/Y- Это неравенстпо гарантирует
*

также неотрицательность N 2 .
Покажем, что траектория N(t) = (Ni({), N2(t)), исходящая

из точки (N, , N3 ), такой, что 0 < Л г

1 ^ ^ ! - , Л^2>0, стремится к

точке (1\ ( , /V2 ) при /->-оо. Для доказательства рассмотрим
следующую функцию:

V{NuNt)~»/'(-^—laA 1

.V* Л'*
2 2

Каждое нз вырал<ений, стоящих в скобках, неотрицательно, при-
чем равенство нулю возможно лишь при Nl = Nl или N2 = N2

Таким образом, V(A ĵ, Л^2)>0 во всех точках N={N\, Л' 2)>0.
кроме положения равновесия, и V (Л̂ 1, W2)=0 только в точке

)
Преобразуем систему уравнений (1.10), подставив вместо

и ег их выражения через N, и Л', :

2

Получим
dNildt=yxN^(N\ -N2)+Niy(X\ -Ni),

(1.11)
\
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Вычислим производную функции V(N\, Л/г) по времени вдоль
траекторий (1.11):

(IV . / 1 1 \Г . • . 1
V [ ) [ -Na)+Nly(Nl -Nt) | +

Таким образом, производная функции У в силу системы (1.11)

отрицательна во всех точках, кроме прямой Ni = N', (при у>0)-

На этой прямой содержится только одна целая траектория

N* — (iV, , Л/* )• Действительно, для любой точки прямой (Лг, ,

Л'2), где JV2=£JV* , в силу (1.10) справедливо — L L v* Л,\

"^ 1 Следовательно, если в некоторый момент вре-

^ * то для t=7+,\tN i ( t ) N , N ^ ^

имеем A'i(/ + A/) ФМ* , т. е. траектория в момент / + А/ покн-

дает прямую A^i^A7, . Таким образом, функция V убывает
вдоль траектории системы (1.10), отличной от положения рав-
новесия, и, следовательно, N(i)-*-N* при /-*оо. Последнее
означает асимптотическую устойчивость положения равновесия

при у>0- Если Y ^ O . т о ~77~ ^ 0 . Это означает, что положение

равновесия (Nt , N2 ) устойчиво, но не асимптотически.
Рассмотрим теперь более подробно модель Колмогорова

(1.9).
Сделаем несколько естественных предположений относитель-

но функций gti g2 и L (см. (1.9)).
1) dgi/uWi<0, g i ( ° o ) < 0 < g i ( 0 ) . Эти ограничения означают,

что коэффициент естественного прироста монотонно убывает
при возрастании численности популяции жертвы, что указывает
на наличие внутривидовой конкуренции. При этом он обращает-
ся в нуль при некотором значении Nit которое является верхней
границей численности популяции жертвы в отсутствие хищ-
ников.

2) dg2/dNx>Q, £ 2 ( 0 ) < 0 < Ы ° о ) . Это означает, что с ростом
численности популяции жертвы коэффициент естественного при-
роста численности хищника возрастает, причем этот коэффи-
циент меняет знак с минуса на плюс, обращаясь в нуль в точке

3) Z,(JV,)>0, N I > 0 , 1(0) =0. Нетрудно видеть, что у систе-
мы (1.9) по крайней мере две стационарные точки (0, 0) и

14



(/V|, 0), где Ni определяется из уравнения gx(N)=0. В случае,

если (N { , N ) есть решение системы уравнений

и 0<W * < W b точка (N* , N* ) также является стацио-

нарной.

Линеаризуем систему (1.9) в окрестности положения равно-

весия. Пусть l = N\ — Nu r\—N2—N2, где JV| и N2— координаты

стационарных точек.
1. В точке (0, 0) получим

Корни характеристического уравнения этой системы

равны Xi = gi(0)>0, X2 = g2(0)<0, поэтому точка (0, 0) являет-
ся седлом. Угловые коэффициенты сепаратрис находятся из
уравнения

т. е. х, = 0, х 2 -(Ы0)
Учитывая, что L(0)—0, получаем, что сепаратрисами явля-

ются "оси 0Wi, ON2, причем первая сепаратриса выходит из сед-
ла, вторая входит в него.

2. В точке (Nu 0) линеаризованные уравнения имеют вид

Корнями характеристического уравнения являются Ул —g (N\)N\,U = gi(N\). Так как g'(N\)<^ то Я|<0. Если N{>N* , т. е.

0. то ?.2>0 и точка (NU 0) будет седлом, если же

, т. е. # ] < # , , то точка (/Vi, 0)—устойчивый узел:

Угловые коэффициенты сепаратрис седла равны

х , = о , K 2 = t e ' , ( Л ^ - Ы Л ^ ^

Сепаратриса с угловым коэффициентом и2 выходит из седла в
направлении положительного квадранта.

3. В точке(JV* , /V* ) получаем

t = al-b (N\ )Ц,

где a-g .K ) +g[ (jv )N] -U (N\ ) \
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Характеристическое уравнение Для этой системы

l = 0 .
Поскольку свободный член положителен, то в соответствии со
знаком детерминанта этого уравнения будем иметь: если

o-2<4Z (/V* )g'2 (JV* ) TV* , TO{N\ , N'2 )ССТЬ фокус, если же

a 2 >4L (yvj )g-2 [N'{ jyv* , то (yV* , ;V * ) — узел. Причем при
гт<0 стационарные точки будут устойчивыми, а при ст>0 — не-
устойчивыми.

_ Рассмотрим поведение сепаратрисы, выходящей из точки
(N\, 0) в направлении положительного квадранта. Возможны
следующие случаи:

а) сепаратриса наматывается на предельный цикл;

б) сепаратриса входит в точку (JV, , N., ) в случае устойчи-
вости последней.

В итоге получим следующую классификацию траектории,
фазовые проекции которых изображены на рис. 1:
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1) N' > N i , точка (Ni, 0) —устойчивый узел;

2) N* < W b сепаратриса, выходящая из точки (Nu 0), вхо-

дитвточку \Nl , N 2 J , которая является устойчивым фокусом
(рис. 1, в) или устойчивым узлом (рис. 1, б);

3) N* ь сепаратриса, выходящая из точки (Nu 0), на-
матывается на предельный цикл (рис. 1, г).

§ 3. ТИПЫ ТРОФИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ
И ИХ ВЛИЯНИЕ НА УСТОЙЧИВОСТЬ
СИСТЕМЫ ХИЩНИК —ЖЕРТВА

Пусть L=L(N\)—функция, описывающая потребление
жертвы одним хищником за единицу времени. Функция L(Ni)
называется трофической функцией хищника.

В рассмотренных ранее системах трофические функции
были постоянными величинами (за исключением модели Кол-
могорова). Экспериментальные исследования показывают, что
эти функции принадлежат, как правило, к одному из трех типов.
Функции первого типа (рис. 2, а) — монотонно возрастающие
с медленно убывающей производной — характерны для беспоз-
воночных и некоторых видов хищных рыб. Функции второго
типа (рис. 2, б) — линейные на некотором интервале и имею-
щие резкий порог насыщения — характерны для хищников-
фильтратов (например, многих моллюсков). Третий тип функ-
ций (рис. 2, в) характерен для хищников, способных к целенап-
равленному поиску жертв.

О п р е д е л е н и е 2. Функцию L(N) будем называть вы-
пуклой, если для любых двух точек NW и №2\ таких, что
№1)№2\ справедливо неравенство

для всех /,е[0, 1]. Если выполнено обратное неравенство, то
функцию будем называть вогнутой.

Рис. 2.
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Рассмотрим следующую систему дифференциальных уравне-
ний, описывающую взаимодействие хищника и жертвы с тро-
фической функцией L(Ni):

dNJdt^eiNi-LiN^Nt, dN2/dt=kL(Nl)N2-e2N2, (1.12)
где /г>0.

Нетривиальным положением равновесия этой системы будет
точка I./V, , N2 ) , координаты которой удовлетворяют усло-

виям

L(N] ) =ея/А, N'a =(*e,/e2)/V* .

Поскольку функция L(Ni) монотонно возрастает, то положи-

тельная стационарная точка [Nl , N, ) единственна.

Характеристическое уравнение линеаризованной в окрест-

ности точки [NX , N2 ) системы (1.12) имеет вид

и IN" \N* \ и
1- [:1: +ei£2 — b i - L - - о .

Обозначив a=L'[Nl jNt 1 L{N} ),, перепишем характеристи-
ческое уравнение следующим образом:

K2-}.ei{\—a)+eie2a=0.
Корнями уравнения будут

^ i , 2 = i L - 2 J L - ± — у g2 ( i_ a )2_

Если е 2 (1—a) 2 —4eie2a^s0, то стационарная точка является
узлом (XiA,2>0) или седлом (KiK2<i0). В противном случае, а
именно если е," (1 —a)2—4eie2a<0, стационарная точка будет
фокусом {1фа) или центром (1 = а) .

Рассмотрим уравнение

корнями которого являются

Ei+2e2±g ^82(61
01.2

Тогда стационарная точка будет фокусом или центром, если

al<L'(Nl)Nl/L(N1)<a2,

и узлом или седлом, если

L'{N\ )N\ IL(N\ ) <a, или L'(N\ )N\ /
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Устойчивость состояния равновесия будет обеспечена, если
1 — а < 0 или, с учетом значения а,

L'(N\ )N] >L (N\). (1.13)

Рассмотрим функцию L(N\)IN\, описывающую относитель-
ную долю потребления хищником жертвы. Условием возраста-

*
ния этой функции в точке N, является положительность ее
производной, т. е.

ф] )/N\ -L(N\ )/(N\ )*>О.
Последнее неравенство эквивалентно (1.13). Это означает, что
состояние равновесия устойчиво в случае, когда относительная
доля потребления хищником жертвы возрастает в окрестности
точки Л7, .

Для трофической функции первого типа справедливо

L(N\)/N\ <L(N\)/N\ ,

где JV' > J V , > 0 . Это следует из выпуклости трофической функ-
ции. Таким образом, для сообществ с трофической функцией
первого типа (см. рис. 2, а) относительная доля потребления
хищником жертвы убывает, следовательно, такое сообщество
устойчивостью не обладает.

Для трофической функции третьего типа состояние равнове-
сия будет устойчивым, если N <Wi, где Ni — точка перегиба
функции (см. рис. 2, в). Это следует из того, что на интервале
[О, Ni] трофическая функция вогнута и, следовательно, относи-
тельная доля потребления хищником жертвы возрастает.

Вид трофической функции оказывает большое влияние на
устойчивость системы хищник — жертва. Однако существуют
и другие факторы, влияющие на устойчивость, например усло-
вия среды, возможность выработки жертвой некоторой защит-
ной стратегии, изменение коэффициента естественного прироста
жертвы в зависимости от численности и др. Учет этих факторов
требует дополнительного исследования более сложных моделей.

§ 4. МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 1 ВИДОВ

Построение большинства моделей взаимодействия в биоло-
гических сообществах опирается на описание взаимодействия с
помощью системы дифференциальных уравнений относительно
численностей видов Ni(t). Естественно, что биологический
смысл имеют лишь неотрицательные решения.

Уравнения динамики сообщества (в котором не учитывается
возрастная структура популяций) в общем случае имеют вид

19



dNildt = Fi(Nu N2, .... Nn; / ) , i = l , 2, ..., n, (1.14)

где функции Fi описывают скорость изменения численности
популяций в зависимости от структуры видовых взаимодейст-
вий и их количественных показателей.

Предположим, что функции Fi не зависят явным образом от
времени и система (1.14) является изолированной. Тогда из ра-
венства Ni = Q вытекает Fi(Nu ..., W,-_i, 0, Ni+U ..., Nn)=0 н fi
представимы в виде

Ft(Nu N2, ..., Nn) ^NrfiiNu N2 Nn),
где Gt играют роль обобщенных коэффициентов прироста.
В простейшем случае эти функции имеют вид

Gi(NuN2, .... JVn)=e,- 2
4 = 1

что приводит к системе уравнений

dNildi = Ni{ti- 2 Vt}N)), 1=1, 2 п. (1.15)

Модели типа (1.15) в современной литературе по математи-
ческой экологии принято называть вольтерровскими. Здесь
ei — скорость естественного прироста или смертности t-ro вида
при отсутствии остальных видов; коэффициенты уи отражают
характер взаимодействия видов i и / (i^j)', Ytj — показатели
внутривидового взаимодействия. Матрицу Г == (IY*JИ обычно на-
зывают матрицей сообщества или матрицей взаимодействия.
Коэффициенты \ц матрицы Г влияют на коэффициент естест-
венного прироста численности вида i при отсутствии других ви-
дов. Если Yii>0. Т О говорят о наличии внутривидовой конкурен-
ции или самолимитирования по численности t-ro вида. Влияние
/-го вида на вид i-й задано с помощью произведения yijNiNj
при условии справедливости гипотезы «встреч и эквивалентов»,
которая состоит в следующем.

Предположим, что число встреч особей видов i и / за время
dt равно ntijNiNjdt. В результате этих встреч происходит сокра-
щение численности вида i на величину pijtriijNiNjdt, где рц ука-
зывает на долю особей вида /, которые истребляются при встре-
че ( O ^ p i j ^ l ) . В то же время число особен вида i возрастает
на величину PijtriijNiNjdt с некоторым коэффициентом пропор-
циональности, называемым эквивалентом. Таким образом, про-
исходит немедленное преобразование биомассы вида i в био-
массу вида /.

Мы уже говорили о том, что биологический смысл имеют
только неотрицательные решения системы (1.15). Кроме этого
исследуемые модели довольно плохо описывают динамику сооб-
ществ, если численности видов близки к нулю, поскольку в
этом случае виды могут исчезнуть в результате действия слу-
чайных факторов, которые не отражены в уравнениях.
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Обозначим через /?" положительный ортант п-мерного

евклидова пространства Rn. В дальнейшем будем исследовать

устойчивость положений равновесия N*^R ^ .

( * •
N{ , N2 ,...

..., Nп ) должно удовлетворять системе уравнений

Nt(et- 2 VuN))=-0, i=l, 2 п.
/-i

Если N*>0, то это положение равновесия является решением
системы уравнений

2 У . ^ = б1-, »=1, 2, .... п, (1.16)

или в матричной форме

r N = e , (1.17).
где е = (ej, ег, ..., е„).

При исследовании систем типа (1.15) В. Вольтерра рассмат-
ривал два подкласса таких систем — консервативные и дисси-
пативные.

Отождествим некоторую величину а,->0 со средним значе-
нием биомассы особей вида i. Тогда общая биомасса сообщест-

_— «
ва будет равна М= ^ щЫ{. На траекториях системы (1.15)

1 — 1

общая биомасса сообщества будет изменяться в соответствии с
уравнением

dM/dt= 2 aiEtNi- 2 о( 2
•-1 f-i /-1

Если удастся подобрать положительные коэффициенты си
таким образом, что квадратичная форма

Х- 2 aiyaNiN^O,

то система (1.15) называется консервативной. Если же квадра-
тичная форма % положительно определена, система называется
диссипативной.

Таким образом, для консервативных систем характерен не-
ограниченный рост общей биомассы: сообщества, в диссипатив-
ной системе рост общей биомассы замедляется вследствие влия-
ния взаимодействия видов.

Для консервативной системы должно выполняться

O, i, / = 1 , 2, ..., п.

Таким образом, коэффициенты Yij и ул имеют противоположные
знаки или одновременно равны нулю.

В. Вольтерра показал, что для консервативности системы
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(1.15) необходимо и достаточно выполнение следующих
условий:

1) Yi.= 0, i = l, 2 п;

Y.i< = 0 или YoYji<0 П Р И

для любой перестановки А, <2, •••, *\» индексов из {1, 2, ..., п).
Перепишем систему (1.15) в виде

dNi/dt^-Ni 2 VuWi-N] ) , i = l , 2, .... n, (1.18)
/-i

где N*—(N\, N2 ..., Nn) — нетривиальное положение равнове-
сия, т. е. #,•>(), i = 1, 2 п.

Рассмотрим функцию

V(NU N2, .... iVn)= 2 adNi-N* \nNt) (1.19)

и вычислим производную этой функции вдоль траекторий сис-
темы (1.18):

ЛУШ—Я *i(Nt-N't) 2 УиМ-Н', ),
<-i /-1

или

2 { )( j ] ) (1-20)
1, /-1 '

Если система консервативна, то выражение (1.20) тождествен-
но равно нулю. Функция K(N) является функцией Ляпунова
для системы (1.18) и достигает минимального значения в точ-
ке N*. Поскольку производная функции V (N) тождественно
равна нулю для всех Ne/? + , то положение равновесия N*
устойчиво (но не асимптотически устойчиво).

Анализируя консервативные системы, В. Вольтерра показал
существование в случае невырожденности матрицы Г и при чет-
ном п первого интеграла

, / < " ) « " =const,

где q = (<7i, q%, ..., qn)—решение системы (1.16). Отсюда сле-
дует, что при q^>0 численности всех видов ограничены сверху
и снизу положительными константами, и если N ( 0 ) # N * , то по
крайней мере один вид имеет незатухающие колебания числен-
ности. Причем средние значения численности

ft ()
Это свойство называется законом асимптотических средних.
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В диссипативных системах квадратичная форма % положи-
тельно определена. Отсюда следует, что все Y<IC>0,

 T- е- в с е

виды должны обладать самолимитированием. Это говорит о
том, что классы консервативных и диссипативных систем не пе-
ресекаются. Еще одним необходимым условием диссипативное-
ти является неравенство нулю определителя матрицы Г, откуда
сразу следует единственность решения системы (1.17). И, нако-
нец, последнее необходимое условие состоит в том, что все глав-
ные миноры матрицы Г положительны.

Если решение системы (1.17) положительно, то первый
интеграл систем (1.15) имеет вид

ехр{-

-Nx N*n -Nn)drj ,

где ni — NijNi , c>0. Поскольку квадратичная форма х положи-
тельно определена, то, как показал В. Вольтерра, N(/)-»-N* при
t-+oo при любых начальных значениях N(0)e/?^..

Если мы рассмотрим функцию V(NU N2 Nn) вида (1.19),
то на траекториях диссипативной системы получим dV/dt^O
для всех N(7) из области R + , причем равенство dV/dt=O вы-
полняется только при N(f) = N*. Это означает, что N(0->N*
при t-^oo и положение равновесия асимптотически устойчиво

при любых начальных данных из R+, т.е. областью асимптоти-
ческой устойчивости является весь неотрицательный ортант, что
также объясняет выводы, полученные В. Вольтерра.

Рассмотрим биологическое сообщество, состоящее из попу-
ляций п видов, в котором вид с номером / потребляет вид с но-
мером /—1 [45]. Динамику взаимодействия зададим системой
дифференциальных уравнений

, - М _ , - Yf. ,+pV>+,), (1.21)

Yn, n+i = 0, i = 2, 3, ..., п,

где ej, Y«JV>0, yij=—\ji, i, / = l , 2, ..., п. Очевидно, эта система
не является ни консервативной, ни диссипативной. Самолимити-
рование отсутствует для всех видов, кроме первого.

Положением равновесия для этой системы является точка
фазового пространства, удовлетворяющая системе уравнений

Yn, n+i = 0, i=2, 3 n.
Предположим, что существует положительное решение этой
системы.
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Уравнения (1.21) перепишем в виде

-N^yniNi-N] )+Yi2(iV2-JV; )),
(1.22)

Y"» n + i = O, i = l , 2 n .

Вычислим производную функции V(N]t N2 ..., Nn) на траек-
ториях системы (1.21)

Выберем коэффициенты ш следующим образом:

a i = l , at+i = aiYi, i+i/Yi+i.i. ('=1> 2 n—
Тогда, учитывая, что уг^= —YJ*. получим

Покажем, что множество l/* = {N:iV, = iV* , N>0} не содержит
траекторий системы (1.22), кроме точки покоя N = N*. Дейст-
вительно, предположим противное: пусть существует траекто-
рия N ( 0 ' которая целиком лежит в множестве V* и не совпа-
дает с N*. Поскольку N[(t)=Nx , то dNi(t)/dt=sO. Отсюда по-
лучаем, что N2(t)=N*2 и dN2(t)/dt=0. Аналогично получаем,
что Ni(t)^N'. , i = 3, 4,..., п.

Таким образом, для рассмотренного сообщества типа хищ-
ник — жертва можно сделать вывод об асимптотической устой-
чивости в целом положительного положения равновесия, т. е.
для любых начальных данных N(0)>0 эволюция происходит
таким образом, что N(7) -*- N* при условии, что N*>0.

§ 5. ПОНЯТИЕ ЭКОЛОГИЧЕСКОЙ НИШИ
И УРАВНЕНИЯ КОНКУРЕНЦИИ

Коэффициенты Yij матрицы сообщества Г, которые мы истол-
ковали на основе гипотезы «встреч и эквивалентов», имеют
интересную и содержательную интерпретацию, использующую
понятия экологической ниши и конкуренции.

Предположим, что задано пространство X жизненно важных
для популяций сообщества факторов среды. Под жизненно
важными факторами можно понимать количество и видовой
состав пищи, условия местообитания, рельеф местности, интен-
сивность эксплуатации природных ресурсов человеком и т. д.
Экологической нишей принято считать некоторую область про-
странства X, в которой возможно существование вида и вне ко-
торой вид существовать не может.
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В реальных условиях, как правило, наблюдается пересече-
ние экологических ниш. Многие виды сосуществуют на одной
местности и потребляют один и тот же ресурс. Если ресурс
ограничен, то это порождает конкурентные явления, а экологи-
ческая ниша оказывается важным фактором в определении
структуры конкурентного взаимодействия.

При рассмотрении экологических ниш обычно пользуются
принципом конкурентного исключения Г. Ф. Гаузе, согласно
которому предполагается невозможным сосуществование двух
видов с одинаковыми экологическими нишами, т.е. ниши могут
лишь частично перекрывать друг друга.

Дадим определение ниши, опираясь на понятие ресурса и
функции потребления.

Предположим, что ресурс, потребляемый входящими в сооб-
щество популяциями, характеризуется вектором х^Х, а его
объем ограничен величиной К(х). Функцию К(х) обычно на-
зывают спектром ресурса. Потребление ресурса видом i харак-
теризуется некоторой функцией предпочтения fi(x), называемой
часто функцией потребления. Функция fi{x) может также опи-
сывать плотность распределения вероятностей потребления ви-
дом i ресурса х. Наиболее предпочитаемый ресурс х1, соответ-
ствующий максимальному значению функции /,-, принято назы-
вать центром ниши.

Пусть Nt(t)—численность (биомасса) популяции i в мо-
мент времени t. Тогда произведение fi(x)Ni(t) описывает объем

п

ресурса х, потребляемого видом L Разность К{х) — 2 fi(x)Ni(t)
1=1

указывает на потенциальную возможность сосуществования
популяций, потребляющих ресурс х. Если эта разность доста-
точно велика, то можно считать, что численность популяции
увеличивается в соответствии с законом dNildt = tiNu
i=\, 2, ..., п.

Будем считать, что на рост популяции влияет относи-
тельная истощенность ресурса в точке х, равная

га

[К(х)— 2 fi(x)Ni(t)]/K(x). При этом динамика численности
(-1

популяции i будет описываться уравнением

а 2 3 )

Обозначим Ki— f K(x)ft(x)dx. Выражение Ki имеет смысл

общего объема ресурсов, потребляемых видом /. и называется
емкостью ниши. Умножив уравнение (1.23) на ft(x)K(x) и про-
интегрировав по всему пространству ресурса X, получим

(,.24)
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где а,7±= ffi(x)fi(x)dx называются коэффициентами конкурен-
ции. Обозначив уц = е{пц/К{, i, j—l, 2, ..., п, запишем уравнение
(1.24) следующим образом:

L i ) (1.25)
Система (1.25) является диссипативной, поскольку при
К1 l 2и t=li 2

при всех ЫфО.

п, квадратичная форма

I fi(x)Nifiix)Nidx=Uytfl(x)Ni } >0

Рис. 3.

Таким образом, если су-
ществует положительное ре-
шение системы уравнений
IW=e с коэффициентами из
(1.25), то оно является поло-
жением равновесия, асимп-
тотически устойчивым в це-
лом в положительном ортан-
те R n

+ -
Рассмотрим сообщества с

функциями потребления гаус-
совского типа [45]

где д:е(—оо, +сх>); .V; — центр ниши; а] —дисперсия нормаль-
ного распределения (рис. 3). Обозначим через йц расстояние
между центрами дг,- и Xj. Тогда коэффициенты конкуренции при-
нимают вид

_
Если все распределения имеют одинаковую дисперсию а

)„ ТО rffi= |t—j\d,

Перепишем коэффициенты конкуренции в виде
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Тогда получим матрицу конкуренции

1 а а 4

а 1 а
п4 а 1

/4 =s

а <"-2»2

а <"~3 ) :

Величиной d/a обычно характеризуют плотность видовой упа-
ковки сообщества или меру близости экологических ниш. Заме-
тим, что диссипативность матрицы А сохраняется при всех да-
же достаточно малых значениях d/a (при сколь угодно плотной
видовой упаковке). Поэтому положительное положение равно-
весия будет асимптотически устойчиво при видовой упаковке
любой плотности. Скорость сходимости возмущений системы к
положению равновесия характеризуется минимальным собст-
венным числом матрицы А. При достаточно большом п
Xmin«l—2а + 2а4 — 2а 9 +2а 1 6 — ..., что при малых значениях
d/a дает _

Ami» « 4 У я (a/d) ехр ( - na2/d2).
Отсюда следует, что при большой плотности упаковки Я,т|п хотя
и остается положительным и формально ассимптотическая
устойчивость сохраняется, однако время возвращения системы
из возмущенного состояния N(0) к состоянию равновесия рез-
ко возрастает.

§ 6. БАЛАНСОВЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЭКОЛОГИИ.
ПРИВЕДЕНИЕ ЭКОЛОГИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

В СОСТОЯНИЕ УСТОЙЧИВОГО РАВНОВЕСИЯ

Балансовые уравнения в экологии, описывающие движение
потоков биомассы и энергии между основными компонентами
наземных систем, опираются на законы сохранения массы и
энергии. Схематично потоки массы и энергии изображены на
рис. 4.

Компоненты сообщества определяются следующим образом.
Продуценты с биомассами х< ( i = l , 2 т) —это в основ-

ном зеленые растения,
способные преобразовы-
вать световую энергию в
собственную биомассу и
использовать в пищу
простые вещества — суб-

| Свет

1
"'оодуиенты

страты, биомассу кото-
рых обозначим ел (А=1,
2, ..., р). Субстраты в ос-

и
_L

Розлтотели

Рис. 4.



новном являются продуктами жизнедеятельности консументов.
Консументы с биомассами ^ ( / = 1 , 2, ..., п)—это животные,
питающиеся продуцентами и другими организмами.

Уравнения, отражающие баланс масс в экосистеме, имеют
вид

4%- =(F \-D l )x,- V, Uiiy,+ 2 WihCk + Rx. ' = 1, 2, ..., m;
a i ' /-i ' *-i

ЧГ - ( К ~D I )vr- 2 «W» /= 1. 2, ..., n;

%r = 2 ^*f- 2 Ш*'Л'!' * = ь 2 r-

Здесь F' , F1 —коэффициенты естественного прироста; Dl

x ,

Dl

y —коэффициенты смертности; щ-} — скорость потребления
биомассы t-ro вида продуцента индивидуумом /-го вида консу-
мента; wih — скорость преобразования биомассы &-го вида суб-
страта в биомассу i-ro вида продуцента; vjr — скорость потреб-
ления /-го вида консумента r-м; Vjk — скорость производства
Л-го субстрата j-u видом консументов; Whi — скорость потребле-
ния k-то субстрата t-м видом продуцента; Rx описывает преоб-
разование света.

Такая модель в целом правильно описывает балансовые со-
отношения в наземных экосистемах, однако страдает излишней
общностью, не позволяющей использовать ее для исследования
конкретных систем. Поэтому модель необходимо конкретизиро-
вать с помощью подходящего выбора коэффициентов, которые
являются, вообще говоря, функциями компонент, входящих в
экосистему.

При довольно естественных предположениях о коэффициен-
тах прироста и смертности, а также скоростях преобразования
биомасс можно (как показано, например, в [45]) преобразо-
вать уравнения экологического баланса к вольтерровской сис-
теме и тем самым констатировать возможность построения воль-
терровских моделей на основе более общих соображений, чем
гипотеза «встреч и эквивалентов».

Рассмотрим задачу управления вольтерровской системой

/ - 1

(1.26)

где вектор управлений и = {щ, и2 ип) выбирается из некото-
рого множества допустимых управлений U.

Предположим, что в системе (1.26) при и ^ О существует
положительное устойчивое состояние равновесия N*. Рассмот-
рим задачу: найти такой вектор управлений ueU, чтобы систе-
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^ia ' (1.26) получила новое устойчивое положение равновесия

7Г*>о.
Таким образом, поставлена задача перевода экологиче-

ской системы на новый режим, при котором поддерживалась
бы заданная численность популяций.

Выберем в качестве допустимых управлений векторы вида

u = CN, (1.27)

где C = diag{c,}.
Перепишем систему (1.26) в виде

И , . ч

dNi/dt=Nt 2i'(ij[N. —N:;j + Ui

и подставим вместо управления И; его выражение из (1.27):

(1.28)
Найдем теперь с,- исходя из_ условия, что система (1.28)

имеет положение равновесия N*. Для этого необходимо, чтобы
при N = N* выражение в скобках равнялось нулю. Отсюда полу-
чаем

( ) (1.29)

Таким образом, если в системе (1.26) управление выбирает-
ся в виде (1.27) с коэффициентами (1.29), то у нее появляется
новое положение равновесия N*, причем устойчивое, если было
устойчивым положение равновесия N*, поскольку на коэффици-
енты матрицы сообщества управление не оказывает влияния.

В случае диссипативной системы при любом N ( 0 ) e / ? ^
траектория системы (1.26) при выбранном управлении дости-
гает точки N* в силу асимптотической устойчивости этого поло-
жения равновесия. Таким образом, управление (1.27) с коэффи-
циентами (1.29) в случае диссипативной системы решает задачу
приведения системы (1.26) из любого начального положения
N ( 0 ) e # ^ . в заданное стационарное состояние N*.

В случае же консервативной системы положение равновесия
N* будет устойчивым, но не асимптотически устойчивым, поэто-
му в системе образуются устойчивые колебания численности, и
задачу перевода в стационарное состояние управление (1.27) не
решает.

Рассмотрим функцию Ляпунова для консервативной систе-
мы (1.28), в которой <Xi=l, i = l , 2, ..., п, в виде

Г - 1
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и вычислим производную этой функций вдоль траекторий этой
системы

dV/dt=- 2 Y«( Ni-N] )( ty-ЛГ ) • (1-30)

Поскольку рассматриваемая система консервативна, то произ-
водная функции V вдоль траекторий системы тождественно рав-
на нулю.

Прибавим к правой части выражения (1.30) слагаемое

— 2 Лу, ЛГ4—W. ) < 0 , Avi>0. Тогда dV/dt становится отрица-
i=i • ' '

тельной всюду, за исключением точки N*.
Заменим управление u = CN, выбрав

- N ) , (1.31)
где 6i>0, и подставим в систему (1.26). Вычисляя производную
функции V вдоль траекторий системы (1.26) с управлением
(1.31), получаем

Таким образом, положение равновесия системы (1.26) при
управлении (1.31) становится асимптотически устойчивым и,
следовательно, управление (1.31) решает задачу перевода кон-
сервативной_системы (1.26) в заданное устойчивое состояние
равновесия N*.

Рассмотрим задачу управления сообществом, состоящим из
популяций п видов, в котором вид с номером / потребляет вид
с номером /—1 и имеет место самолимитирование первого вида.
Вопрос об устойчивости этой системы исследован в § 4 настоя-
щей главы.

Динамика сообщества описывается уравнениями

dNi/dt=Ni(-ei + yi, i - i ^ - ! - Yf, *+iM+,), (1-32)
Yn, n+i = 0, i=2, 3, ..., n,

где e i ( Y i j>0, Y»-;=— Yji. '» / = 1. 2 n.
Предположим, что требуется перевести систему из точки

N (0) е/? п

+ в устойчивое положение равновесия, в котором
Ni = Nl . Поскольку имеет место самолимитирование первого
вида, то будем считать, что N* <ei/Yn-

Рассмотрим сначала случай, когда п = 3. Введем в систему
(1.32) управление ы3 = #

, (1.33)
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Состояние равновесия N* должно удовлетворять системе урав-
нений

«•1— YiwVi—V12JV2—О,

- E 2 + Y2liVl-Y23^3 = 0, (1.34)

— 63 + Y32̂ 2 + С3 = 0.

Выразим N2 и N3 через N\:

N2=(ei—YniVi)/Yi2, Л^з=(—«2+Y2i^i)/Y23. (1-35)

Положим Nx = N*l и подставим в (1.35), получим

JV*2 = ( e i - Y u ^ ; )/Yi2, N'3 =(-e 2 +Y2.^,*)/Y23. (1.36)

Значение управления u3 найдем из системы уравнений (1.34)

Y32 B ^ Y " y ' Ц - (1-37)

Так как Л'* <J?I/YII, N* > 0 . Для того чтобы N*3 было также
положительным, необходимо, чтобы N *>e.2/Y2i- В этом случае
система (1.33) с управлением (1.37) имеет асимптотически устой-
чивое положительное состояние равновесия (ЛГ , N*2 , N*3 ).

Если N] <ea/Y2b то N*3 .полученное в (1.36), будет отрицатель-
ным, и, следовательно, введения в систему (132) только управ-
ления Мз недостаточно.

Рассмотрим управляемую систему вида

(1.38)

+u2,

dN3/dt=N3(-R3+y32N2)+u3,

где Ui=CiNi. Стационарная точка системы N*>0 должна удов-
летворять уравнениям

Пусть N\ <Съ21у2\. Выразив Л'2 и # 3 через Л̂1 и подставив

=Л^* , получим

Yi2 3 Yis

Поскольку N\ <ei/Yn, то N\ > 0 при любом Ci>0 . Поло-

жим ci = 0. Из условия ./V* ^ 0 получим
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(1.39)
Значение с% необходимо взять тем же, что и в (1.37). Тогда по-
ложение равновесия N*e/?^ системы (1.38) будет точка с
координатами

\1 * \J * ^1—Yll^l \7 * —PQЧ- У21^ | +Со
1 > 2 = = — * з = = : '

где с* удовлетворяет (1.39). Управление в системе (1.38) будет
следующим:

"1 = 0. "2=с* Л 2̂, ы3= ( E3-Y32 e ' 7 Y " ' 1^3. (1.40)

Таким образом, в зависимости от знака выражения е2—Y2i#
для перевода системы (1.32) (п = 3) из начального состояния
N(0)e/?'^ в устойчивое положительное состояние равновесия,,
в котором N\ принимает необходимое значение N* , следует
использовать управление (1.37) для системы (1.33) и управле-
ние (1.40) для системы (1.38).

Теперь легко обобщить результаты на случай п > 3 . Система
уравнений (1.32) с управлением и=(ии и2, ..., ип) будет иметь
вид

dNi/dt= (ei—YnWi—yi2N2) +uu

dNJdt= (-e.+Yi, i-iNt-i—yt, t+iNt+l) +m, (1.41)

t = 2, 3, ..., n, Yn, n+i = 0.

Управление u = CN, где C = diag{c* }, c" =0; c* = e n —

-Yn-n-i^V*; c* =0, если V̂ *_,>e,-/Yi. ,-i, / = 2 , 3 n— 1,

c' >E,—Yt, t-\N*=l, если #*_,< &ihi,i-\ , i = 2, 3, ..., n - 1, пере-

водит систему (1.41) из любого начального состояния N(0)e/?"+

в устойчивое состояние равновесия с заданным значением N*
При этом остальные координаты положения равновесия опре-
деляются по формулам

2
Yi2

Л'* _ с*--"-'+У'-ь«-»^?-2 - t- = 3 , 4, .... и.

Рассмотрим задачу оптимального управления сообществом,
в которое поступает извне некоторый ресурс и каждый после-
дующий вид является потребителем предыдущего в случае п = 3
[47]. Например, это может быть сообщество, состоящее из сель-
скохозяйственной культуры, насекомых-вредителей и хищника,
поедающего этих насекомых. Под внешним ресурсом можно
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подразумевать удобрение или воду, применяемую для полива.
Динамику сообщества зададим уравнениями

( U 2 )

dN2/dt=N2(-E2+y2lNl-y23N,),
dN3/dt = JV3 (—e 3 +y 3 2 N 2 ),

где Q — скорость поступления ресурса JV0; N\, M2, N3— числен-
ности видов; коэффициенты у0, У!.ь>0 таковы, что существует
положительное асимптотически устойчивое состояние равно-
весия.

Предположим, что мы стремимся увеличить урожайность
сельскохозяйственной культуры, т. е. численность Nu При этом
мы используем химический и биологический методы борьбы с
вредителями. Первый заключается во внесении на поля инсек-
тицидов, второй — в увеличении численности вида-паразита,
т. е. хищника. Управляющим параметром является также ско-
рость поступления внешнего ресурса (внесение удобрений). Вве-
дем в систему (1.42) управления и2 и «3:

где u2=c2N2, u3 = c3N3. Величина с2^0 есть скорость внесения
инсектицида, а с3~^0 — относительная скорость искусственного
увеличения численности хищника. Управляющими параметрами
являются Q, с2, с3.

Выберем функционал для задачи (1.43) в виде

/ = /г,ЛГ -k0Q-k2c2N*2 -k3c3N'3 . (1.44)

Здесь k\ — стоимость единицы биомассы первого вида; k0 —
стоимость затрат на внесение ресурса с единичной скоростью;
к2 — стоимость затрат на внесение инсектицида с единичном
скоростью; &з — стоимость затрат на выращивание и выпуск
единицы биомассы хищника; N* , N^ , N'3 —численности ви-
дов в положении равновесия системы (1.43).

Будем предполагать, что все управляющие воздействия огра-
ничены сверху: Q^Q, c2^c2, с3^с3. Сформулируем следую-
щую задачу: найти значения параметров Q, с2 и с3, обеспечива-
ющие существование и устойчивость сообщества с максималь-
ным значением функционала (1.44).

Состоянием равновесия системы (1.43) будет

Л'; =Q/(YoA'o' ),Nl = (ез-сз)/уза.
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К = ( Y I 2 ^ * -FI)/YIO, ЛГ *, =(Y2.^* —Я2—с2)/ум, (1.45)
оно определяется через параметры Q, с2, с3. Для положитель-
ности N* необходимо, чтобы выполнялись неравенства

Выразим Q, с2, Сз через N* , ;V* , Л/* , N* с помощью (1.45):

Q=y0N*0 N] ,

c2 = y2iN] —Y23JV* — Е 2 , (1-47)

Ся=—Y32 2̂* +es

и подставим эти выражения в (1.44). Это дает нам

Учитывая (1.46), (1.47), ограничения для W; можно записать в

виде N* > 0 , уцЫ] — угзЛ̂ з — Е 2 > 0 .
Окончательно задачу сформулируем следующим образом:

найти

-А2езЛг* -max (1.48)
N*N

при условиях _
]

-Y32N; ^ 7 3 - е 3 , JV,* > 0 , / - 1 , 2, 3. (1.49)

Пусть_ N* — решение задачи (1.48), (1.49). Если
с3 = —уз2#2 +ЕЗ^>0, то это означает, что истребление вредите-
лей будет происходить с помощью увеличения численности ви-
да-паразита, т^е. используется биологический способ борьбы.
Если же C2=Y2iN* — Y23N3* ~~Бз>0> т о выбирается химический
способ борьбы с вредителями. Если с2 и с3 больше нуля одно-
временно, то тако/i способ борьбы называется смешанным.

§ 7. УПРАВЛЕНИЕ ОБОБЩЕННЫМИ
СИСТЕМАМИ ЛОТКИ — ВОЛЬТЕРРА

Рассмотрим обобщенную систему Лотки — Вольтерра сле-
дующего вида:

i -21 yafANi)\ /=1. 2 п, (1.50)
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где функции gi, fi непрерывно дифференцируемы и удовлетво-
ряют следующим условиям:

1) Ы 0 ) - 0 ;
2) dft/dNOO; (1.51)
3) *,(0)=0;
4) gi(Nt)>0 при Nt>0.
Сделаем в уравнении (1.50) замену переменных

yi=h(Nt), i-l, 2 п. (1.52)

В силу условия 2) существуют при JV.^O однозначные обрат-
ные функции Nt=f~l{tji), 1=1, 2, .... и. Из (1.51) следует, что
функции /~' удовлетворяют условиям:

2) df-4y,)/dy£>0 при у^
С учетом замены переменных (1.52) уравнение (1.51) прини-
мает вид

dytldt=-Vt(yi) ( e r - 2 УиУ}). I - 1. 2, ..., п, (1.53)

где

Очевидно,
1) ЧМ0)=0;
2) Ч',(// ;)>0 при »/,>0.
Пусть у* — положительное состояние равновесия системы

(1.53). Тогда перепишем (1.53) в виде

dy,ldt = Vdyi)i±4ii(y ; -Vi) (1.54)
/-I

и рассмотрим задачу управления системой (1.54). Для этого
добавим в правую часть управление, т. е. рассмотрим систему

dyJdt^Wdy^fyijiy: -y}) +«,, (1.55)

где и = (М|, «2, •••, ип) — вектор управляющих воздействий, вы-
бираемый из множества допустимых управлений U.

Покажем, что функция

является функцией Ляпунова для системы (1.54). Действитель-
но, поскольку



то функция V имеет единственный экстремум, который достига-
ется в точке у=у*. при этом V(y*) =0. Гессиан функции V в
точке у* имеет вид

и, так как Чг,(г/,*)>0, является положительно определенной
матрицей. Таким образом, в точке у = у* достигается глобаль-
ный минимум функции V(y)>0, а К'(у)<0 при у>0, Ут^у*.

Пусть требуется перевести систему (1.55) из состояния у > 0
в устойчивое положение равновесия у*>0. Предположим, что
система (1.53) днсснпативна и а,= 1, /= 1, 2, ..., п, тогда управ-
ление и= (и ь «г, - , ««), где

«1=^(^)2 vu(yf-vn. (1-56)

решает поставленную задачу.
Действительно, вычислим производную функции

V=i].^«* (..57,.
У i

в силу системы (1.55) с управлением (1.56). Получим

— 2 21 (»i-»T*)vij(»i-s;)-
/=-1 /-I

= - - ( У - у " * ) Г ( у - Г ) < 0 .
Если система (1.53) консервативна, то в системе (1.55)

с управлением (1.56) образуются _устойчивые периодические
колебания. Положение равновесия у* будет устойчиво, но не
асимптотически устойчиво. Выберем управление

HviG"i -У] )+bi(yi*-y<)) , (1-58)

где 6;>0, г= 1, 2 п.
Вычислим производную функции (1.57) на траекториях сис-

темы (1.55) с управлением вида (1.58):
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— 2 2 (у<-у]
c-i i-\ 1=1

= 2*«(0* -^-)<0. (1.59)
1=1

Неравенство выполнено во всех точках уф~у*. Таким образом,
в случае консервативной системы управление (1.58) решает за-
дачу перевода системы (1.55) из любого положения у > 0 в по-
ложение равновесия у*, причем вследствие (1.59) это положе-
ние устойчиво.

В этой главе мы изложили лишь некоторые вопросы теории
вольтерровских систем, уделив особое внимание проблемам
управления этими системами.

По нашему убеждению, применение результатов теории опти-
мального управления в изучении биологических систем помо-
жет экологам глубже понять механизмы воздействия человека
на экосистемы, найти пути к оптимальной эксплуатации этих
систем. Что касается современного состояния теории вольтер-
ровских систем, то читатель, желающий глубже ознакомиться
с этой теорией, сможет сделать это, прочитав, например, книги
[4,42,45,46].



Г л а в а 2

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
ЗАГРЯЗНЕНИЯ ВОЗДУШНОГО БАССЕЙНА

Исследование проблем атмосферной диффузии имеет дли-
тельную историю, однако его результаты применяются к воп-
росам загрязнения атмосферы сравнительно недавно.

В 20—30-х годах XX столетия выработалось представление
о том, что во многих случаях перенос тепла и влаги в призем-
ном слое атмосферы можно приближенно рассматривать как
распространение пассивной примеси и исследовать эти процес-
сы на основе одних и тех же дифференциальных уравнений.

Связь между результатами исследований атмосферной
диффузии примеси и закономерностями тепло- и влагообмена
в приземном слое воздуха непосредственно проявляется и при
решении соответствующих задач. Так, получаемые при решении
дифференциальных уравнений тепло- и влагообмена функции
Грина представляют собой функции распределения примеси,
распространяющейся в атмосфере от источника при определен-
ных граничных условиях.

Важное значение имело установление вида уравнений, опи-
сывающих атмосферную диффузию. Для описания процесса
атмосферной диффузии использовались уравнения параболиче-
ского вида, являющиеся обобщением известного уравнения
Фикка. Одним из первых на возможность использования для
этой цели уравнения Фикка указал Л. В. Келлер. Уже в первых
работах, посвященных проблемам атмосферной диффузии, на-
метились два подхода к исследованию распространения приме-
си в приземном слое атмосферы. Один подход, опирающийся
на работу А. Роберса, основан на решении уравнения турбу-
лентной диффузии с постоянными коэффициентами. Другой под-
ход был развит О. Сеттеном и заключался в использовании
формул для определения концентрации примесей от источника,
полученных статистическим путем.

Обзоры исследований, проведенных в этих направлениях,
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содержатся-в книгах А: С. Монина и А. М. Яглома [31], Г. Че-
нади [50] и др.

В отечественных работах, как правило, рассматриваются
уравнения турбулентной диффузии с переменными коэффициен-
тами. Такой путь исследования является универсальным, так
как позволяет решать задачи с различными источниками, ха-
рактеристиками среды, граничными условиями.

Со временем появились новые требования к методам иссле-
дования атмосферной диффузии. Возникла необходимость изу-
чения турбулентных потоков на больших высотах, исследования
вопросов рассеивания примесей от источников на больших рас-
стояниях, учета большего числа параметров. Этапы эволюции
методов исследования отображены, например, в работе
М. Е. Берлянда [2]. Исследование атмосферной диффузии при-
менительно к проблемам охраны окружающей среды получило
значительное развитие в работах Г. И. Марчука [25, 26].

В настоящей главе будут рассмотрены вопросы оценки за-
грязнения атмосферы выбросами промышленных предприятий,
оптимального размещения новых и определения выбросов дей-
ствующих предприятий с учетом соблюдения норм загрязнения
атмосферы экологически значимых зон, управления интенсив-
ностью выбросов движущегося источника.

§ 1. УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА
И ДИФФУЗИИ ПРИМЕСЕЙ В АТМОСФЕРЕ

В соответствии с методикой, разработанной Эйлером, поток-
воздуха в момент времени t характеризуется полем скоростей
v(r, t), т. е. значениями составляющих вектора скорости во
всевозможных точках г=(х, у, г) прямоугольного декартова
пространства. Однако для изучения явления турбулентной диф-
фузии (т. е. распространения примеси в турбулентном потоке)
более удобным оказывается лагранжев метод описания движе-
ния, который заключается в том, что вместо скоростей v(r, /)
в точках г используются траектории движения отдельных доста-
точно малых элементов объема воздуха. Если элементы объема
воздуха различаются по своему химическому составу, т. е. в них
присутствуют посторонние вещества, отличные от воздуха, то
мы будем говорить, что в потоке имеется некоторая примесь.
Если ввести примесь лишь в каких-то точках турбулентного те-
чения, то в результате диффузии примесь достаточно быстро
распространится на весь объем, занятый потоком воздуха.

Как правило, примесь входит в поток в виде газообразной
добавки или большого числа мелких твердых веществ. При
этом она характеризуется эйлеровым полем объемной концент-
рации q(t, х, у, г). Рассмотрим явление переноса при отсутст-
вии диффузии. В этом случае концентрация примеси в элементе
объема воздуха остается постоянной, поэтому вдоль траекторий
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движения этого элемента объема тождественно выполняется
равенство dq/dt = O, или

р
]

где V\, у2. Уз — составляющие скорости \{х, у, г) потока воз-
духа.

Известно, что для нижнего слоя атмосферы выполняются
так называемые уравнения неразрывности [25]

дх ^ ву + dz ~ U )

или div v = 0, v = (г,, v2,

Учитывая равенство (2.2), имеем

div vq = v ^ -\-v2^- + v3^-

Тогда уравнение (2.1) перепишется в виде

dq/dt +div \q = 0. (2.3)
В дальнейшем будем считать, что условие (2.2) всегда выпол-
няется. Кроме того, будем предполагать, что

v3=0 при z=0 и z=H.
Уравнение (2.3) можно обобщить. Так, если в процессе пере-

носа примеси часть ее оседает или перестает существовать, то
уравнение (2.1) примет вид

dq/dt=—aq,
где а^О — величина, пропорциональная относительной скорос-
ти самопроизвольного уменьшения концентрации примеси.
Уравнение (2.3) в этом случае примет вид

dq/dt + divvq + oq=0. (2.4)
Если в некоторой точке г о = (х0, у0, z0) пространства распо-

ложен источник примеси, интенсивность и местоположение кото-
рого описываются функцией f(x, у, г, г), например f(x, у, г, t) =
= Q6(r—Го), где б (г—Го)—б-функция, удовлетворяющая усло-
вию

то перенос примеси в отсутствие диффузии описывается уравне-
нием

dq/dt=f. (2.5)

С учетом (2.4) и (2.5) уравнение переноса при наличии .источ-
ника примеси имеет вид
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dq/dt+d\wq+oq=f.- (2.6)

Пусть уравнение (2.6) задано в области G трехмерного де-
картова пространства с боковой цилиндрической поверхностью
S и основаниями 2 = 0 и z=H.

Добавим к уравнению (2.6) начальные и граничные условия

q=q0 при t = t0, (2.7)

</ = <7« на 5 при и„<0, (2.8)

где <7о и qs — заданные функции; vn — проекция вектора v на
внешнюю нормаль к боковой поверхности S. Л

Умножим уравнение (2.6) на q и проинтегрируем по интер-
валу времени 0 ^ / ^ 7 " и области G. Получим

\ \3LdGdt+ ] f div J^L dCdt +
о а 2 ос

+ a'j \q4Gdt= j IfqdGdt.
0 G 0 G

Используя формулу Остроградского — Гаусса

получаем

= 1 IJ-dG-) dt J "»",/* с/5 + J'Л J MG, (2.9)
в г o s - bo

+ ( vn, t ; n >0, ._ +°--{ о,
Рассмотрим вопрос о единственности задачи (2.6)—(2,8).

Предположим, что уравнению (2.6) с граничными условиями
(2.7), (2.8) соответствуют два решения q\ и q2, не совпадаю-
щие на некотором множестве ненулевой меры. Положим
(о = <7i—<?2 и рассмотрим задачу

da/dt + div vw + а из = 0;

oj = O при f = 0; co = 0 на S, если i ' n <0.

Для функции со тождество (2.9) примет вид

\^-dG+ Ut f t'"9

<"2 dS + a idt ) i»4G = 0. (2.10)
в ~ b s ~ о о

Выражение (2.10) будет тождеством только тогда, когда со = 0,
т. е. q\ = q±. Таким образом, единственность решения доказана.
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Здесь мы привели лишь схему доказательства единственнос-
ти решения задачи (2.6) — (2.8). В дальнейшем, не углубляясь
в тонкости теории, будем предполагать, что все условия, обес-
печивающие единственность решения задачи, выполнены.

Рассмотренная модель распространения примеси достаточно
хорошо отражает сущность процесса, хотя в определенной сте-
пени идеализирует реальную физическую картину, которая го-
раздо сложнее. Известно, что примесь расплывается в воздухе,
образуя довольно сложное распределение концентраций на дос-
таточно большом расстоянии от источника. Это объясняется
тем, что атмосфера является турбулентной средой, в которой
стихийно образуются вихри (мелкомасштабные флуктуации).
Физика флуктуашюнных эффектов изучена достаточно хорошо.
Простейшая теория, позволяющая получать уравнения для
средних значений концентраций, предполагает представление
функции q в виде суммы осредненной q и флуктуационной q
компонент, т. е. q=q + q', при этом q' достаточно быстро меняет-
ся во времени и является малой величиной но сравнению с q.
Как показано в [26], уравнение для средних значений концент-
рации примеси имеет вид

%L ±v*L + llAq+f, (2.11)

где Д — оператор Лапласа; v ^ O и | i ^ 0 — соответственно гори-
зонтальный и вертикальный коэффициенты диффузии, вычисля-
емые экспериментально, с начальными и граничными условиями

q = qs на S, и„<0; (2.12)

dq/dz=aq при г = 0; dq/dz=Q при z=zu- (2.13)

Задача (2.11), (2.12) также имеет единственное решение.
Методы исследования процесса распространения примеси

удобно сначала рассматривать на простейших примерах [25].
Рассмотрим чисто диффузионную постановку задачи, в которой
v = 0 ,

aq = ild
2q/dx^ + Q6(x-x0) (2.14)

в бесконечной среде —oo<^.v<^oo, где Q — мощность источника
выбросов примеси, расположенного в точке х=х0. В качестве
граничных условий будем использовать условие ограниченности
решения во всей области, в качестве функции источника / —
функцию f-Qb(x-Xo), где Q^O — постоянная величина. В слу-
чае наличия п источников, расположенных в точках.хи.Ъ,... ,хп,
функция /' имеет следующий вид:

/= 2 Q* (0*(*-**).

где Q,^0 — мощность /-го источника. В том случае, если интен-
сивность выброса есть функция времени, / примет вид
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1=1

Для задачи с движущимся источником следует использовать
функцию

1=1

Обратимся к исследованию задачи (2.14). Приведем ее к
эквивалентной форме, не содержащей б-функцни. Для этого
проинтегрируем уравнение в е-окрестности точки хо

•xv! e

п - е

воспользовавшись свойством б-функции

Устремив Е к нулю, получим

+ е _ц g . I v _e + Q=o. (2.15)

Рассмотрим две области — oo<^.v^.v0, .v0^.v^oo и соответст-
вующие им решения обозначим q- и с/+, т. е. будем рассматри-
вать две задачи:

\id2q+ldx2—aq+=0, cj+ = O при л->оо; (2.16)

lid2q-/dx2-oq-=0, ?_ = 0 при *->-oo. (2.17)

При х=Хо решения задач (2.16), (2.17) связаны соотношением
(2.15). Предполагая решение задачи непрерывным во всех точ-
ках, включая Д;=А-О, получим

q+ = q~ при Л:=.v0. (2.18)

Решения задач (2.16), (2.17) имеют вид

q+ = С+ехр [ - У о/ц (х—х0) ],

<7- = С_ехр [ —V^o/|i (х0—х) ] .
Подставляя эти решения в (2.15) и (2.18), получим С+=С^—
= (?/(2У|шУ. Окончательное решение задачи (2.14) запишем в
виде

e x p l — У — (лг—.v0) , х ^ х о ,
q(x)=r-~~

е х р — у — ( . t o — х ) ' \ , х<С.Хо.

Отсюда видно, что й результате диффузии получается решение,
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Рис. 5.

экспоненциально и симметрично убывающее в оба направления
от точки х=х0. График функции q(x) изображен на рис. 5, а.

Рассмотрим теперь более сложную ситуацию, когда скорость
потока воздуха v отлична от нуля, т. е. распространение приме-
си описывается уравнением

э. Аналогично предыдущему случаю получим
две задачи:

V^r—o.^r—о<7+=°. ?+ = 0 П Р И *-*• + «>:dx
(2.19)

(2.20)
d2q— dq— п л

dx^ dx

Решения задач (2.19) и (2.20) можно представить в виде

(2.21)

(2.22)

J2 _*„) ] , х>Хо,

Подставляя (2.21) и (2.22) в (2.15) и (2.18), получим С+ = С
= C=Q/V4crn + y2. В итоге решение задачи будет иметь вид

q(x)

График функции q (х) изображен на рис. 5, б.

§ 2. СОПРЯЖЕННАЯ ЗАДАЧА ДИФФУЗИИ

В предыдущем параграфе мы рассмотрели уравнения пере-
носа примесей в атмосфере, позволяющие получать распреде-
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леине усредненных значений концентрации примесей в заданной
области. Вместе с тем во многих практических задачах возни-
кает необходимость рассмотрения сопряженных уравнений диф-
фузии, например в задаче размещения предприятий с учетом
соблюдения допустимого уровня загрязнения [26].

Пусть L — некоторый линейный оператор в гильбертовом
пространстве функций, удовлетворяющих необходимым усло-
виям гладкости. Скалярное произведение двух функций из рас-
сматриваемого пространства определим следующим образом:

(g,h)=]dtlhgd.G,
о с

где [О, Т] — интервал изменения переменной; G — область зна-
чений пространственных переменных.

Рассмотрим уравнение

Lg=f, (2.23)
где g и / — заданные элементы гильбертова пространства. Опе-
ратору L поставим в соответствие сопряженный оператор L*
определяемый из условия

(g,Lh) = (h,L*g). (2.24)

Если положить в этом уравнении h = q, g=q*, то получим

*

или, учитывая (2.23),

(qm.f)-*(q.L*q*).
Предположим, что справедливо следующее равенство:

L*q***p, (2.25)
где р — пока неопределенная функция. Тогда условие (2.24)
примет вид

(?*,/) = (<7. P). (2.26)
Задача (2.25) называется сопряженной к задаче (2.23), а усло-
вие (2.26) — условием двойственности рассматриваемых задач.

Перейдем теперь к построению сопряженных уравнений для
нашей задачи. Рассмотрим уравнение турбулентной диффузии

#+-3+-» £+•»£+•»-
.-ivg+nW (2.27)

с начальными и граничными условиями

q = qo при /=/о, q = 0 на 5,

%; = aq при 2 = 0, |2-=0 при г=Я, (2.28)

q(0, х, у, z)*=q{T, к, у, г).

45



Будем предполагать, что и3 = 0 при 2=0, г = И.
Рассмотрим гильбертово пространство W периодических на

отрезке [0, Т] функций, удовлетворяющих необходимым усло-
виям, обеспечивающим существование и единственность реше*
ния уравнения (2.27), а также начальным и граничным усло-
виям (2.28).

Скалярное произведение в пространстве W определим в виде

(g. Л) = {dt I ghdG.
0 G

Уравнение (2.27) для функций пространства W запишем в
виде

где £ - £ +о, ^+v2 4L + vt ^ + < т - jL у | - - ц Д .

Перепишем левую часть тождества (2.24) для функций про-
странства у¥:

< « . " > - / * / ( £ £ £ £

Интегрируя по частям и используя формулы Остроградского
Гаусса, получаем следующие равенства:

/ dt I g~jdG=-- f gThrdG- / gohodG- J dt / h^-dG,

U j„(„,§ +„, » +*§),/o- ;л;

0
dt j hAgdG,

где vn — проекция вектора скорости на внешнюю нормаль к бо-
ковой поверхности; Sn и 5о — соответствующие кривые пересе-
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чения боковой поверхности цилиндра с верхней г—И и нижней
г = 0 гранями.

Далее, учитывая периодичность функций g и h и граничные
условия задачи, преобразуем (2.29) к'виду

Если обозначить
д д д

то придем к тождеству (g, Lh) = (A, L*g).
Определим сопряженную задачу следующим образом:

fig* fig* Qg* gg* ±

d dg*

• - g r v

l при t = 0, q* = 0 на S;

при 2=0, dq*/dz=0 при 2 = Н;

q*{0,x,y.z)=q*{T,xy,z).
Здесь функция р выбирается по виду функционала исходной
задачи. Например, пусть в качестве функционала выбрано
осредненное по некоторой области G0(=G и интервалу времени
[0, Т] значение концентрации q вредной примеси

J=(dt[qdG.
о о„

Тогда, учитывая условие двойственности (g, /) = (А, р) и выби-
рая функцию р в виде

1, (х, у, z)eG
0
,

0, (х, у, z)^G
0
,

будем иметь /= (q, p), или по двойственной формуле

J=(q*,f). (2.30)

Таким образом, для вычисления функционала / можно вос-
пользоваться двумя путями. Первый состоит в решении прямой
задачи и вычислении с помощью подходящего выбора функ-
ции р значения функционала. Второй путь заключается в
использовании решения сопряженной задачи при известной
функции источников /. Вопрос о том, какой путь избрать, зави-
сит от конкретных условий задачи и целей оптимизации. Напри-
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мер, если рассматривается задача оптимизации значения функ-
ционала / с помощью выбора функции / или ее параметров, опи-
сывающих местонахождение источников и их интенсивность, то
для ее решения целесообразно воспользоваться сопряженным
уравнением и представлением функционала / в виде (2.30).

П р и м е р 1 [26]. Пусть процесс распространения примеси
описывается простейшим уравнением диффузии

dq/dt+aq-\id*qldx* = Q6{x—x0); (2.31)
<7 = 0 при / = 0.

Требуется определить область coczG= (—оо; +оо), где мо-
жет быть расположен источник выбросов интенсивностью Q, что-
бы уровень загрязнения в заданной точке области G : х = 1 в
момент времени t = x\ не превышал заданной константы с, т. е.

т
J = q(t, Ti)^c.Функционал / представим в виде / = idtipqdG,

о а
где p = o(.v-g)6(/-Ti).

Двойственное представление функционала дает

/= fdt / fq*dG = Qfq*(xo, i)dt. (2.32)
O f ?

Здесь q* — решение сопряженного уравнения

<7* = 0 при t = T. Сделаем в (2.32) замену переменной t = T—i,
/е[0 , Т]. При этом оператор полученной задачи будет совпа-
дать с оператором задачи (2.31)

°£- + aq*-il Ц 1 = 6(*-g)6(r-f-T,). (2.33)

Известно, что решение задачи (2.33) можно получить в виде

q*(t, х)=- ) +Г q(x-r\, ̂ -x)6(ri-l)6(7-T^T1)
0 —оо

где q — фундаментальное решение задачи (2.33)

(235)

о,
Подставляя (2.35) в (2.34) и возвращаясь к переменной /, полу-
чаем

6(0 = 1 1 ' / > 0 '

[-оЫ-t)- ^=5J]при Ш[0, т.).

Отсюда
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Область, в которой может
быть размещен источник мощ-
ностью Q, определим из ус-
ловия / ( # ) < c . Из рис. 6.
видно, что о)= {х:х^х\\/х^
^х2). После того, как выб-
рано .*оею, распространение
примеси описывается решением
задачи (2.31), которое с уче-
том (2.35) примет вид

Рис. 6.

X exp —
(Х-

dr.

П р и м е р 2 [26]. Пусть процесс переноса примеси опи-
сывается уравнением

^ = 0 при ̂  = 0, q-+Q при /->-±оо.

Необходимо разместить источник вредной примеси в такой точ-
ке х0, для которой выполняются условия

1*0—611= min | * — | i | , q(xu h
G

т. е. в момент п в точке £i уровень загрязнения не должен пре-
восходить постоянной величины с > 0 и при этом точка XQ будет
наиболее близка к точке | j .

Функционалом прямой задачи будет функционал

/== J dt J pqdx=q(xu h),
0 -оо

т. е. р = 6(х—li)b(i—ti). Сопряженной задачей в этом случае
будет следующая:

dq* дд*
dt

d2q*

»* p; (2.37)

^* = 0 при / = Г, 7*->-0 при *
Исходя из условия двойственности, получим двойственное пред-
ставление функционала

/ = J dt T fq*dx=Q fq* (t, xo)dt. (2.38)
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Фундаментальное решение оператора заДачи (2.37) можно най-
ти с помощью преобразования Фурье

S 4{t.x)e dx.
— 00

Применим преобразование Фурье к уравнению

Получим уравнение

d/dtF[q]-(wl+o+nt2)F[q]=6(t),
решением которого является функция

ПЧ\ V> l)=HO ехр {-(fog + a+цБ»)*}.
Использование обратного преобразования Фурье приводит нас
к фундаментальному решению

Сделав замену переменных t—T—t—ti и х=х—\\ и учиты-
вая (2.34), придем к решению сопряженной задачи (2.37)

q*{t,x)~ te=[O, T I ] ,
(2.39)

0,Ш[хиТ].
Функционал (2.38) примет вид

Г
В качестве еще одного случая использования сопряженных

уравнений рассмотрим задачу распространения примеси от дви-
жущегося источника на плоскости.

П р и м е р 3. Пусть распространение примеси описывается
уравнением

| % %+eq-nAq- ± Qi6(r-r,)6(/-T,);

7-̂ -0 при |r |->oo; q(T, x, y)=q(O, x, у)=0.
Здесь областью G является вся плоскость; г = (х, у); Q,- — мощ-
ность выброса источника в момент т,-, находящегося в точке
г<«= {хи уi), 0 * £ T I < 7 \ t= 1, 2, ..., п.

В качестве функционала рассмотрим уровень загрязнения
в точке Гт в момент Т.

Сопряженная задача для (2.39) будет иметь вид
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= 6(r-rT)6(/-7-);
q*-+0 при |r|-voo; q*(0, x, y)=q*(T, x, </)=0.

Для получения решений прямой и сопряженной задач предста-
вим q и q* следующим образом:

*я-Ячь ?*=2 я:.
где q% является решением задачи

^- + vt ^- + v2 *$- + oqi-iiAqi = Qi6(r-ri)6(t-ti); (2.40)

<7,= 0 при / = 0; qi-+0 при |г|-»-оо,
a q * — решением сопряженной к (2.40) задачи

dqj dq* dd*

~ —t—Vl —*—°* ~diT+ogt " ^ ' "
= 6(r-rT)6(/-7), (2.41)

^j = 0 при ^ Г ; 9* -»-0 при |г|-»-оо.
Пусть функционал прямой задачи (2.40)

Ji = qi(rT, T), (2.42)
а его двойственное представление имеет вид

Ji = Qiq] (г(, Tf). (2.43)
Решения задач (2.40) и (2.41) могут быть получены по

аналогии с одномерным случаем предыдущей задачи. Необхо-
димо учесть, что при выводе указанных ниже формул предпо-
лагается, что y ^ c o n s t и i>2=const. Получаем следующие фор-
мулы для решений прямой и сопряженной задач:

e x D f g ( f T i ) [*-*«
e x p \ a ( l Xl) 4ц(/-то

J '

0, /e[0, n],
1 СЗГП i-alT t\ \х-*т-щ(Т-1)¥

e X p 0 ( / ? J4яц(Г-0
i-alT

0, t=T.
It

Учитывая, что / = 2 -^ получим

+

51



Это выражение не зависит от того, каким представлением функ-
ционалов /,- мы пользуемся— (2.42) или (2.43).

Рассмотренные примеры, несмотря на значительное число
упрощающих предположений, достаточно хорошо характеризу-
ют возможности сопряженных уравнений для решения задач
размещения источников вредных выбросов, принятия решений
об определении предельно допустимых выбросов и др. Эффек-
тивное применение сопряженных уравнений в значительной сте-
пени зависит от правильной постановки задачи, выбора функ-
ционала прямой задачи и его двойственного представления.
Именно использование двойственного представления функцио-
нала позволяет значительно сократить объем вычислений, по-
скольку пропадает необходимость многократного решения пря-
мой задачи.

§ 3. ОПТИМИЗАЦИЯ РАЗМЕЩЕНИЯ
ПРОМЫШЛЕННЫХ ПРЕДПРИЯТИЙ

Эта задача возникает при планировании экономического
развития районов, в которых уже сложилась определенная эко-
номическая структура. Эти районы, как правило, густо населе-
ны, в них имеются зоны отдыха, другие экологически значимые
зоны, что накладывает на размещение предприятий особые
ограничения.

Предположим, что нам необходимо определить место для
строительства нового предприятия, при этом уровень загрязне-
ния в результате деятельности этого предприятия не должен
превысить допустимые санитарные нормы в заданных экологи-
чески значимых зонах.

Пусть источник вредной примеси находится в точке г о = (х0,
г/о. 20) и его интенсивность равна Q. Уравнение, описывающее
перенос примеси в этом случае, будет иметь вид

Й | f - r 0 ) (2.44)
с начально-граничными условиями

q=q0 при *=0; (2.45)
dq/dz=aq при 2=0,

dq/dz=Q при z=H, q=0 на 5. (2.46)
Наложим также на решения необходимые условия гладкос-

ти и периодичности

q(T,r)=q(0,r).
Требуется определить область и е б , в которой может быть раз-
мещен источник вредной примеси, и при этом уровень загрязне-
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пия в экологически значимых зонах Gk (Л— 1. 2, ..., т) не дол-
жен превосходить заданной санитарной нормы с.

В качестве функционалов выберем осредненное по времени
и зонам Gk значение концентрации

/ , ; = i ] dt f qdG.
1 0 Gh

Построенные функционалы должны удовлетворять ограниче-
ниям

Jh^c,k=\, 2 т. (2.47)
Эта задача может быть решена с помощью перебора значе-

ний го в области G, что является довольно трудоемким процес-
сом. На практике такой перебор можно осуществить целенап-
равлено с учетом распределения воздушных течений, с исполь-
зованием статистических методов. И тот и другой путь требует
огромного числа вычислений и достаточно труден даже для
современных вычислительных машин. В то же время использо-
вание сопряженных уравнений значительно уменьшает труднос-
ти в нахождении решения, поскольку для каждой из зон Gh
требует только однократного решения соответствующей сопря-
женной задачи. Перейдем к рассмотрению этого алгоритма.

Сначала определим области со/,, пригодные для размещения
источника и учитывающие ограничения (2.47) для соответству-
ющего значения k. Тогда область со может быть получена пере-

т

сечением областей со*: ы= [) ЮА. ДЛЯ определения каждой из
областей построим соответствующую сопряженную задачу и
выберем функционалы. Функционал прямой задачи перепишем
таким образом:

/ f c = / fdtphqdG,
G 0

где pk= I
I 0, re=Gk, k=\, 2, ..., m.

Сопряженной по отношению к задаче (2.44) — (2.46) будет
следующая задача:

dq* dq* dq* dq* d dq*

q* = q'T при t = T, q*(T, r)=q*(O, r ) = 0 ; (2.49)

^ - = ш?* при z = 0 , - ^ = 0 при z=H, 7* = 0 на S. (2.50)

Двойственное представление функционала /А будет иметь ВИД

J
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где q\ (t, r) — решение задачи (2.48) —(2.50).
Использование двойственного представления функционала

позволяет определить область

v)h={r=(x1y>z)e=G:Qfqt

k (r, t)dt^c}
о

для каждого k—l, 2, ..., m.
. . . ' • ' т

Если пересечение <о= Л ®k непусто, то источник можно раз-
ft-i

местить в одной из точек области со; если же оно пусто, то, по
всей вероятности, необходимо снизить интенсивность выброса
Q до уровня, обеспечивающего непустоту области со. Очевидно,
что такая возможность всегда существует.

Предположим, что область ы непуста. Рассмотрим следую-
щую проблему минимакса: определить значение Го= (х0,
г/о. h)eG выражения

max/fc(ro)->min
k rosG"

где Ch={re=G:r=(x, у, h)}.
Ее смысл состоит в том, что необходимо определить точку Го,

для которой максимальное из значений функционалов Д было
бы минимально. Поскольку область и непуста, то очевидно, что
точка Го должна принадлежать этой области. Следовательно,
если для решения этой задачи использовать сопряженные урав-
нения и условие двойственности, то поиски решения возможно
ограничить только областью м, которая, как правило, значи-
тельно меньше Gh. Это позволяет существенно сократить объем
необходимых вычислений. Кроме того, с помощью последова-
тельного уменьшения константы с можно добиться того, чтобы
область G состояла из единственного элемента. Это и будет
искомая точка г0. Последнее обстоятельство позволяет отказать-
ся от перебора значений Го внутри области со и заменить его на
перебор константы с.

Приведем строгие выкладки. Предположим, что область о>
состоит из единственного элемента г0, тогда выполняются сле-
дующие неравенства Д ( г о ) ^ с , k=l, 2, .... т, при этом
max/ft = с. Для любого г', отличного от г0, очевидно, найдется

k
номер /, такой, что /г(г')>с, а следовательно,

max/;, (г) > с = max/ft (r 0).
k k

Отсюда заключаем, что c = min max h(г).

На основании приведенных рассуждений можно также сде :

лать следующий вывод. Размещение предприятия с учетом не-
превышения допустимого уровня загрязнения в экологически
значимых зонах возможно только в том случае, если санитар-
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ная норма связана с решением проблемы минимакса следую-
щим образом: c ^ m i n т а х Д ( г ) .

С к

§ 4. НОРМИРОВАНИЕ ВЫБРОСОВ ДЕЙСТВУЮЩИХ
ПРОМЫШЛЕННЫХ ПРЕДПРИЯТИИ

Предположим, что в районе действуют п предприятий, имею-
щих источники выбросов вредной примеси. Источники располо-
жены в точках г*еС?, t = 1,2, ..., п, и имеют мощности Qi^O.
Требуется определить такие размеры допустимых выбросов
источников, чтобы уровень загрязнения в экологически значи-
мой зоне GQCZG не превышал санитарной нормы с.

Для описания распространения примеси воспользуемся урав-
нением

+ [iAq+ 2 Qrt(г-*)- (2-51)
« - 1

Начальные и граничные условия выберем в виде
q=q0 при *=0; (2.52)

<7 = 0 на S;-^ = 0 при z = # , (2.53)

В качестве функционала используем выражение

/ = ] dt I pqdG, (2.54)
О Go

где

i 0,
Будем решать задачу с использованием сопряженного уравне-
ния и двойственного представления функционала (2.54).

Сопряженная к (2.51) — (2.53) задача имеет вид
dq* dq* dq* . dq* , .'..

§ГдГ ( 2 - 5 5 )
q* = 0 при t=T, q* = Q на S;

%- = aq* при г=0, %- = 0 при z=H,q*(T, r )= 9 *(0, r).

В качестве функционала этой задачи используем двойствен-
ное представление функционала (2.54)
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J=)dt[q* 2Q.-6(r—ti)dG= |Q ( /7*(r ( , 0^-
0 G i - l i = l 0

Г

Обозначим через Л; выражение Ai= /<7*(r,, /)d/. Тогда условие
о

/ ^ с можно переписать в виде

^AiQi^c. (2.56)

Таким образом, множество допустимых выбросов описывается
неравенством (2.56) _ _ _

Значения выбросов Qu. Q2, ..., Qn будем называть предельно
л

допустимыми, если 2/ljQ,- = c. Ясно, что решение такого урав-
нения не единственно. Поэтому для вычисления предельно
допустимых выбросов необходимо использовать дополнитель-
ные критерии оптимальности. Например, если в качестве крите-
рия взять суммарные затраты предприятий на поддержание
уровня загрязнения, не превышающего санитарную норму с, то
задачу определения предельно допустимых выбросов можно
сформулировать в виде

in, j^AiQi^c, Qi$sO, i= 1, 2, ..., n,

где %t — расходы предприятия i на снижение своего выброса
на единицу.

При нахождении предельно допустимых выбросов на прак-
тике часто приходится руководствоваться несколькими крите-
риями оптимальности, что приводит к необходимости исследо-
вать многоэкстремальные задачи. Причем согласование реше-
ний о нормировании предельно допустимых выбросов происхо-
дит между рядом заинтересованных сторон, имеющих собствен-
ные критерии оптимальности. В связи с этим требуется прове-
дение теоретико-игрового анализа ситуаций (см. главу 3).

Предположим, что в области G выделено несколько эколо-
гически значимых зон G\, G2, ..., Gm, при этом санитарные нор-
мы в каждой из них равны соответственно clt с2 ..., ст. Тогда
вместо функционала (2.54) для задачи (2.51) — (2.53) следует
рассмотреть т. функционалов.

/ * = } dt [ phqdG, k=\, 2, ..., т,
О G\

где

Для решения рассматриваемой задачи необходимо исследо-
вать т сопряженных задач



dq* dq* dq* dq* _ d dq* , „ * „ * , _

с функционалами

Jk= f dt V Q,6,(r-r,)? * dG= v Q, t q\ (г,, <)<«.
П i - l < = 1 0

где <7̂  — решение задачи (2.55) с соответствующими гранич-
ными условиями, k—l, 2, ..., т.

Условие, которому должны удовлетворять функционалы Л
для каждого k= 1, 2, ..., т, будут следующими:

1 = 1 О

Обозначим

Aki= \q\ (г,,
о

Тогда множество допустимых выбросов описывается системой
п

неравенств 2 AhiQi^.ch, k=l, 2, ..., т.

§ 5. ЗАДАЧА О НОРМИРОВАНИИ
ВЫБРОСОВ ДВИЖУЩЕГОСЯ ИСТОЧНИКА

Пусть движение источника в области G описывается функ-
цией r=r(t), при этом в моменты времени /{(О^/^/я^...
••• ^tn<CJ) источник выбрасывает примесь с интенсивностью
Qi. i= I, 2, ..., п. В области G имеется m экологически значимых
зон Gft, k=\, 2 m, в которых заданы санитарные нормы сЛ.
Требуется определить предельно допустимые значения выбро-
сов для каждого из моментов U, i = l , 2, ..., п, при которых уро-
вень загрязнения в каждой из зон Gu не превосходит санитар-
ной нормы.

Уравнение распространения примеси от движущегося источ-
ника с начально-граничными условиями запишем в виде

dq , dq . да , да д да ,

£• Qibi(r-r{)6(t-t(), (2.58)
i=i

где n = r(ti);
q = 0 при / = 0, <7=0 на S;

% =uq при z = 0, %L = o при Z=H;

q(0,r)=q(T, r).

Функционал прямой задачи будет следующим:
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h= I d/ J
о Gk

где /;/t имеет вид (2.57).
В соответствии с избранной методикой для каждого из функ-

ционалов /л построим сопряженную к (2.58) задачу

я\ il я1
~~~d~t Vl ~~dx~~V2~dJT~~Vb~di

с начально-граничными условиями

q*k = 0 при t=T; q^ = 0 на S;

~^- = aqk п р и г = 0 ; - ^ = 0 п р и г = Я ;

^ ( Г , г ) - ^ (0, г).

Двойственный функционал имеет вид

о о <i

S V * (гь/0- (2-59)

Таким образом, ограничения, которым должны удовлетво-
рять величины Qi, получим в виде

££ Qiq*k (г*, Ь)^ск, k=\, 2, ..., т .

На основании приведенной задачи может быть рассмотрена
следующая задача управления.

Пусть движение источника описывается системой дифферен-
циальных уравнений

r=/(r , u, t), г (0)-г 0 , (2.60)

где и — управление движением источника. На функцию / и
управление и наложены ограничения, обеспечивающие сущест-
вование и единственность решения уравнения (2.60).

В качестве критерия оптимальности выберем
max //j-vmin.

h

Тогда оптимальным будет управление, обеспечивающее движе-
ние источника, минимизирующее максимальный по всем эколо-
гически значимым зонам уровень загрязнения. Учитывая (2.59),
критерий оптимальности можно записать в виде
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max 5jQi<7b (Ti> *<)-ншп. Таким образом может быть форма-
it . - 1 *

лизована задача расположения новых магистралей автомобиль-
ного транспорта в городе или зонах отдыха, лесных масси-
вах и т. п.

В этой главе мы постарались кратко изложить некоторые из
проблем, связанных с охраной атмосферы от загрязнения, и
познакомить читателя с возможными подходами к их решению.
Наибольший интерес, по нашему мнению, представляет изло-
женный метод определения областей размещения промышлен-
ных предприятий с учетом загрязнения в экологически значимых
зонах, который предполагает использование сопряженных урав-
нений диффузии.

Возможности этого метода мы проиллюстрировали на конк-
ретных примерах. Читателю, желающему глубже ознакомиться
с разделом математической экологии, касающимся проблем
загрязнения окружающей среды, мы рекомендуем обратиться
к работам [22, 25, 26].



1 л а в а 3

ТЕОРЕТИКО-ИГРОВЫЕ МОДЕЛИ
ОХРАНЫ ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ

Часто в задачах природопользования в условиях ограничен-
ности ресурса возникает проблема его распределения с учетом
интересов потребителей. Математическая формализация такой
задачи может быть проведена следующим образом [12].

Предположим, что п потребителей имеют возможность рас-
ходовать (накапливать) некоторый ресурс, объем которого огра-
ничен величиной Л>0. Обозначим объем ресурса, который рас-
ходует (накапливает) i-й потребитель, через х,-. В зависимости
от значений вектора х = ( * ь х2 хп) потребители получают
выигрыш, который оценивается для 1-го потребителя функцией
hi(x\, х2, ..., хп), если общий объем израсходованного (накоп-
ленного) ресурса не превосходит заданной положительной вели-
чины 9 < Л , т. е.

Если выполняется противоположное неравенство, то выигрыш
1-го потребителя вычисляется с помощью функции gi(x\, x% ...
..., х„). При этом предполагается, что полезность ресурса резко

снижается, если 21 *;>©> т- е. в этом случае

gi(xu х2 * „ ) < М * ь х2, ..., хп).
Рассмотрим неантагонистическую игру в нормальной форме

г=</, №} iel,{nt}ieI >,

в которой функции выигрыша игроков имеют вид

Л((ДГ,, А'2, ... ,

u Х2 Хп) =

l, Х2 Хп),

1=1

21
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ХГ=[О, сц], O^a^A, v о ; = Л , / = { 1 , 2, ...,«}.

Игроками в этой игре являются потребители ресурса. На осно-
вании такой формализации можно получать различные способы
распределения ресурса, используя известные в теории игр прин-
ципы оптимальности типа равновесия по Нэшу, сильного равно-
весия и т. д. В § 1 и 5 мы покажем возможности такого подхода
на примере статической и динамической задач о нормировании
выбросов в атмосферу.

На практике резкое снижение полезности ресурса в том слу-
чае, если его общий объем, израсходованный (накопленный)
потребителями, превысил заданную величину в, происходит не
всегда. Тем не менее возможно обосновать снижение полезности
с точки зрения охраны окружающей среды и ввести штрафы за
«перерасход» ресурса. В связи с этим появляется проблема
определения размеров штрафов. Часто используемый для этого
подход состоит в обосновании размеров штрафов исходя из
величины затрат, необходимых на восстановление ресурса. Это
во многих случаях приводит к тому, что размеры назначаемых
штрафов либо очень велики, что затрудняет их практическое
использование, либо так малы, что потребители предпочитают
уплатить штраф вместо выполнения нормативных требований по
расходованию ресурса.

Целесообразным, по нашему мнению, является использова-
ние такого подхода, при котором размер штрафа превышает
величину «выигрыша», который получает потребитель, когда
допускает «перерасход» ресурса. Этот подход мы проиллюстри-
руем на примере статической модели нормирования выбросов.

Для решения проблем охраны окружающей среды затрачи-
вается значительный объем средств. Это делает актуальной за-
дачу эффективного их использования. В промышленных райо-
нах, как правило, возможно объединение усилий различных
ведомств при проведении природоохранных мероприятий, на-
правленных на снижение уровня загрязнения водоемов и атмос-
феры, утилизацию отходов и т. п. При объединении усилий при-
ходится учитывать интересы ведомств и предприятий района.
Анализ такой ситуации возможен на основании теоретико-игро-
вого подхода. Примером этого служит математическая модель
объединения усилий при проведении природоохранных меро-
приятий, рассматриваемая в § 7.

§ 1. АНТАГОНИСТИЧЕСКИЕ
И НЕАНТАГОНИСТИЧЕСКИЕ ИГРЫ.

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Раздел математики, посвященный изучению математических
моделей принятия оптимальных решений в условиях конфлик-
тов, называется теорией игр. Для формализации конфликтной
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ситуации принятия решений необходимо описать математиче-
ски все возможные действия участников конфликта (игроков) и
результаты этих действий.

Пусть /={1, 2, ..., п) — множество игроков. Каждый из
игроков может совершать различные действия, которые обычно
называют стратегиями. Множество Xi всевозможных действий
игроков называется множеством стратегий. Вектор х = (х\, Хг,...
..., хп), где Xi принадлежит множеству Xi стратегий игрока i,
называется ситуацией в игре. В каждой ситуации х игрок i по-
лучает выигрыш, который обозначим через Hi(x). Отображение
Hi'.XiXXzX ... xXn-*-Rx называется функцией выигрыша игро-
ка I.

О п р е д е л е н и е 1. Бескоалиционной игрой называется
система

где / = {1, 2, ..., п) — множество игроков; Xi — множество стра-
тегий игрока i; Hi — функция выигрыша игрока i, заданная на
множестве X=XiXX2X ... ХХп ситуаций игры.

Каждый из игроков в игре Г старается максимизировать
свой выигрыш. Поэтому естественно, что любую ситуацию игрок
пытается изменить с помощью своей стратегии таким образом,
чтобы его выигрыш был максимальным. Обозначим ситуа-
цию х, в которой игрок i изменил свою стратегию ,г, на х'ь через
Х||*'»= (*Ь *2. — i Xi-\, X'i, Xi+u ... , Хп).

Будем говорить, что ситуация приемлема для игрока i, если
Hi(x)^Hi(x\\x'i) для любой стратегии х'{еХ,-. Если некоторая
ситуация является приемлемой для одного игрока, но не явля-
ется приемлемой для другого, то второй игрок будет стремиться
изменить ситуацию. Если же ситуация приемлема для всех
игроков, то ни один из них не будет этого делать, т. е. в игре
установится равновесие.

О п р е д е л е н и е 2. Ситуация х называется ситуацией рав-
новесия по Нэшу, если для любого i s / и любой стратегии
x'i^Xi выполнено неравенство Hi(x)^Hi(\\\x'i).

П р и м е р 1 [5]. Каждое из трех предприятий (игроки 1, 2,
3), использующее для технических целей воду из некоторого
водоема, располагают двумя стратегиями: 1) использовать очи-
стные сооружения для очистки отработанной воды; 2) сбрасы-
вать ее без очистки. Предполагается, что в случае, когда неочи-
щенную воду сбрасывают не более одного предприятия, вода в
водоеме остается пригодной для использования и предприятия
убытков не несут. Если же неочищенную воду сбрасывают два
и более предприятий, то каждое несет убытки в размере трех
единиц. Стоимость эксплуатации очистных сооружений обхо-
дится каждому предприятию в одну единицу.

Построим куб ситуаций для описанной игры и укажем выиг-
рыши игроков в этих ситуациях (рис. 7).
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(7.2,7)
•и o,-i

Рис. 7.

Опишем множество прием-
лемых ситуаций для игроков:

1: (2,1,1), (2,2,2), (1,1,2),
(1,2,1);

2: (1,2,1,), (2,2,2), (1,1,2),
(2,1,1);

3: (1,1,2), (2,2,2), (2,1,1),
(1.2,1).
Отсюда получаем, что ситуа-
циями равновесия в этой игре
являются все приемлемые си-
туации. При этом ситуация
(2,2,2) наименее выгодна как
с точки зрения охраны при-
роды, так и с точки зрения
величины выигрыша игроков,
поскольку в этой ситуации загрязнение больше, а выигрыши
игроков меньше, чем в других приемлемых ситуациях. Исполь-
зование в качестве принципа оптимальности равновесия по
Нэшу имеет несколько недостатков. Во-первых, ситуации рав-
новесия существуют далеко не в каждой игре. Во-вторых, в
различных ситуациях равновесия выигрыши игроков различны.
И, в-третьих, ситуации равновесия могут оказаться неустойчи-
выми относительно отклонения группы игроков, которые одно-
временно изменяют свои стратегии с целью увеличения вы-
игрышей.

Любое подмножество S множества / будем называть коали-
цией. Обозначим через x |U s ситуацию, в которой все игроки,
входящие в S, одновременно изменили свои стратегии Xi на x'i.

О п р е д е л е н и е 3. Ситуация х называется сильно равно-
весной, если не существует такой коалиции S = / и такой стра-
тегии А-8еП X,-, что Hi(x\\xs)>Hi(x) для всех i^S.

ie=S
В рассмотренном примере сильно равновесными будут три

ситуации: (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1). Ситуация (2,2,2) сильно рав-
новесной ситуацией не является.

Множество сильно равновесных ситуаций, очевидно, содер-
жится во множестве ситуаций равновесия.

П р и м е р 2. Каждое из двух предприятий использует еже-
дневно объем воды, равный соответственно трем и четырем еди-
ницам. При этом первое предприятие часть воды общим объе-
мом X i ^ 3 сбрасывает в водоем без очистки, второе л ' 2 ^4. Если
общий объем сброшенной без очистки воды не превосходит пяти
единиц, то убытки первого предприятия составляют 3+х2—Хи
а второго — Х\ + А—Х2- Если общий объем сброшенной без очи-
стки воды превышает пять единиц, то предприятиям назначает-
ся штраф в размере одной единицы. Будем считать, что выиг-

63



рыши игроков равны величине убытков с обратным знаком.
Функции выигрыша запишем в виде

.v,-3-.v2,

где <, <<
Множество приемлемых ситуаций для игрока I следующее:

, 4)},
для

хг

6

ц

г

0

игрока

\

-

\

II:
1. 0<ix,<: U

\

4 6
X,

Рис. 8.
J

называется антагонистической.

, 4)}.
Пересечение этих множеств дает
нам две точки л:1 = (2, 3) и
дс2=(3, 4), которые являются си-
туациями равновесия и одновре-
менно сильно равновесными си-
туациями. Таким образом, в этом
примере множество сильно рав-
новесных ситуаций совпадает с
множеством ситуаций равнове-
сия. При этом ситуация х1 явля-
ется более предпочтительной с
точки зрения предотвращения
загрязнения водоема (рис. 8).

Пусть в игре Г участвуют
два игрока. Если при этом
# (.v) = — Н2(х), то такая игра

О п р е д ел е н и е 4. Пусть заданы два произвольных мно-
жества Р, Е. Множество Р будем называть множеством
стратегий первого игрока, а £ — множеством стратегий второго.
На декартовом произведении РхЕ задана вещественная функ-
ция К. Тройку Г=<СЛ Е, /С> будем называть антагонистиче-
ской игрой в нормальной форме.

В такой игре игроки одновременно выбирают стратегии
а е Р , &е£. После этого второй игрок получает выигрыш, рав-
ный К (а, Ь), а первый игрок — выигрыш, равный — К {а, Ь).

Величина

7=inf sup K(a, Ь)
а<=РЬе=Е

называется верхним значением, а величина
V=sup mlK(a, b)
~ Ье=Е а е Р

64



— нижним значением игры Г. Для них справедливо неравенст-
во V^V. Действительно, для любых стратегий а е Я ,
sup К (a, b)^K(a, b). Отсюда заключаем, что

Е
_
V-lnf sup K(a, Ь)^ШК{а, Ь).

аеР &е£ ае£
Поскольку это неравенство справедливо при всех Ь^Е, то

T ШК(а, b) = V.
Р ~

p
6е=£

Говорят, что игра имеет значение, если выполняется равен-
ство V=V. Значение игры обычно обозначают символом

П р и м е р 3. Сельскохозяйственное предприятие может по-
сеять одну из трех культур Аи А2, Аз. Урожайность каждой
культуры зависит от погодных условий. Необходимо выбрать
для посева культуру, которая даст максимальный урожай. Та-
ким образом, с одной стороны, сельскохозяйственное предприя-
тие (игрок II) заинтересовано в том, чтобы выбрать для посева
культуру, дающую максимальный урожай, с другой — природа
(игрок I) может «препятствовать» этому, если, например, погод-
ные условия будут неблагоприятными для той или иной куль-
туры [8].

Будем считать, что погода может быть засушливой, нормаль-
ной и дождливой, т. е. игрок I (природа) имеет только три
стратегии. У предприятия также три стратегии: посеять культу-
ру Ль А2 или А3. Зададим урожайность культур в зависимости
от погодных условий матрицей А = {а.ц}, i, j=l, 2, 3, где ац —
урожайность культуры Aj при погодных условиях типа i. Пусть
А имеет вид

, /з 6 ю
А=\Ъ 9 6

\6 8 4 .
Функция выигрыша K(i, j) в данном случае есть K(i, j)=cnj-

Вычислим верхнее и нижнее значения игры:
V=min max K(i, }) =min max ац=а32

i i * i
_ min K(i, /) =max min a,j = ai2"=6.

/ » / i
Стратегия / = 2 второго игрока обеспечивает ему в любом

случае выигрыш не меньше V_ и называется максиминной стра-
тегией. Стратегия i = 3 первого игрока обеспечивает ему при
любых действиях второго игрока проигрыш не больше Т и на-
зывается минимаксной стратегией.

Таким образом, если сельскохозяйственное предприятие вы-
берет для посева культуру А2, то при любых погодных условиях
урожайность будет не меньше 6 единиц.
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Б примере 3 V'^>V, т. е. не существует значения игры, а
также ситуации равновесия.

Вернемся теперь к рассмотрению игр с участием п лиц.
Пусть игроки из множества / находятся в таких условиях,

что совокупный выигрыш, который в состоянии получить любая
из коалиций S s / , может быть произвольным образом распре-
делен между членами коалиции S. В этом случае говорят, что
выигрыши трансферабельны. Обозначим через v(S) максималь-
ный выигрыш, который может гарантировать себе коалиция S.
Функция v(S), ставящая в соответствие каждой коалиции S s /
максимальный гарантированный ею выигрыш v(S), называ-
ется характеристической функцией. Характеристическая функ-
ция является основополагающим понятием теории кооператив-
ных игр.

Происхождение характеристической функции может иметь
различную природу.

П р и м е р 4. Три предприятия могут строить очистные соо-
ружения как совместно, так и каждое в отдельности. При этом
строительства очистных сооружений обойдется предприятию
с номером i в сумму W({i}), а для другого объединения пред-
приятий S — в сумму W(S). Если считать, что объединение пред-
приятий снижает затраты на строительство, то предприятия
получат от объединения выигрыш v(S)~ У, W({i}) — W(S),

Ss{ l , 2, 3}, который может быть распределен между ними. По-
скольку функция v(S) представляет собой максимальный гаран-
тированный выигрыш, который получает коалиция S, то ее мож-
но назвать характеристической функцией.

При построении характеристической функции наиболее час-
то пользуются следующим ее определением.

О п р е д е л е н и е 5. Характеристической функцией игры
п лиц называется вещественная функция v, определенная на
подмножествах множества / и ставящая в соответствие любому
S s / значение (для S) антагонистической игры (если оно суще-
ствует), которую разыграли бы коалиции S и / ^ S , если бы они
действительно возникли; при этом под функцией выигрыша коа-
лиции S понимается сумма выигрышей участников коалиции
Ks = 2 Hi(x), а функция выигрыша коалиции / \ S полагает-

teS
ся равной — К8.

Пустую коалицию, как и всякое пустое множество, будем
обозначать символом 0 . Из приведенного определения следует
и(0)=О.

Если S и R — непересекающиеся коалиции, то, очевидно,
объединив свои усилия, они могут получить выигрыш не мень-
ше, чем если бы они действовали отдельно. Следовательно,
v(S)+v(R)^v(S{JR), если SfV? = 0.
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Это свойство характеристической функции называется супер-
адднтнвностью. Докажем сто.

Обозначим черео x s вектор стратегий игроков, входящих в
коалицию S. Представим v(S) в виде

i»(S)= sup inf 2 Hi(xs),xie),
x s e = . V s x / J f S

где Xs= П Xi — множество стратегий коалиции 5; Xus=
<e=S

= П X,- — множество стратегий коалиции / ^ 5 . Имеем
i r S

V(S\JR)= sup inf

Если супремум в правой части взять по множеству Xs, а за-
тем по ХЦ, ТО ОН разве лишь уменьшится, т. е.
v(S\JR)^s sup sup inf 2 fii(xs, \R,

Af X X i'e Si//?

и тем более
^ inf

X/ ч isru)eJf|\ (SUB)

inf 2 Я4(х5, хд,

2 Hi(Xs, ХЯ,
fe/?

Возьмем inf первого слагаемого по х я еЯд, a inf второго
по xs^Xs. Тогда

inf inf 2 Н{(х8, хл,
A' X/\ jf S

inf inf 2 Hi(xs, xR,

Переход в первом слагаемом от inf по множествам XR и
Xr(svn) к inf по множеству X/\s всевозможных пар (xR, XJ\(SVR))
и во втором слагаемом от inf по множествам Xs и .Хщвил) к inf
по множеству XJ\R всевозможных пар (ха, XJ\(SVR)) может лишь
уменьшить правую часть, поэтому

v{S\JR)> inf 2
X;\ SS^L/\ S isS

+ inf 2 #i(x«
X/XBSXINB ''si!

для всех x s e X s и х д е Х я . Отсюда

sup inf 2
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+ sup inf 2
XR&XR х/л R&XI\R ie£

что и требовалось доказать.
Определим понятие дележа в кооперативной игре.
О п р е д е л е н и е 6. Дележом для игры п лиц с характе-

ристической функцией v называется вектор а= (аь аг, ..., ап),
п

удовлетворяющий условиям: 1) 2 cti=o(/); 2) a<^t»({i}) для
всех is/ .

Первое условие означает, что весь полученный выигрыш рас-
пределяется между игроками. Оно называется условием коллек-
тивной рациональности. Второе условие означает, что игрок в
результате объединения должен получить выигрыш не меньший,
чем он может себе уверенно обеспечить, действуя самостоятель-
но, и называется условием индивидуальной рациональности.

Пусть а' и а" — дележи и S — некоторая коалиция.
О п р е д е л е н и е 7. Дележ а' доминирует дележ а" по

s
коалиции S(a')>a"), если: а) а/>а/ ' для всех i^S;
б) 2 a ' i < o ( S ) .

feS

Дележ а' доминирует a"(a'>»a")i если существует такая
S

коалиция Sczl, что a'>-a".
Условие а) в определении доминирования означает, что все

члены S предпочитают а', условие б) — что они в состоянии
реализовать дележ а'. Отметим, что доминирование по коали-
ции, состоящей из единственного игрока, а также по множеству
всех игроков / невозможно. Как легко видеть, в этих случаях
нарушаются первое и второе свойства дележа.

Дележ, который не доминируется никаким другим дележом,
можно считать в известном смысле «вполне устойчивым».

О п р е д е л е н и е 8. Множество всех недоминируемых де-
лежей в кооперативной игре с характеристической функцией v
называется С-ядром.

Любой дележ из С-ядра устойчив в том смысле, что ни одна
из коалиций не имеет возможности изменить исход игры.

Приведем важное необходимое и достаточное условие при-
надлежности дележа С-ядру.

Теорема 1. Для того чтобы дележ а принадлежал С-ядру
кооперативной игры, необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лось неравенство 2 aj^u(S) для любой коалиции Sczl (5s/,

\s\>\).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть де-

леж а принадлежит С-ядру. Предположим, что найдется неко-
торая коалиция Sczl, для которой 2 aj<i>(S). Функция v cy-

S
пераддитивна, поэтому
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^S)+v(S)& 2 v({i)

Обозначим l=v(I)~v{S)— 2 *>({«}) ̂ 0 и составим вектор а?

v(S)- S oi

aH Щ; для всех

v ({t}) + rp§sf Д л я в с е х

Из положительности g имеем ai^и({i}). Непосредственной про-
веркой получаем, что 2 ai = v(I). Поэтому вектор а является

te/ • • • •
_ s

дележом, более того, a > a . Последнее противоречит принадлеж-
ности дележа а С-ядру. Следовательно, 2 at^v(S).

ie=S

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что условие утвержде-
ния выполняется, а а не принадлежит^ С-ядру. Тогда_ сущест-
вуют некоторая коалиция S и дележ а, такой, что 2 ^ ( S )

_
i, для всех i e 5 . Отсюда получаем 2 <**< 2 ai

i<=S i<=S

Это противоречие доказывает утверждение.
Перейдем к рассмотрению дифференциальных игр.
Предмет исследования дифференциальных игр составляют

конфликтные задачи об управлении объектами, динамика кото-
рых описывается дифференциальными уравнениями.

Пусть динамика объекта описывается системой дифферен-
циальных уравнений

х=/(х(о, и,(0, "2(0 МО), to^t^T, (3.1)
при начальном условии

х(7о)=х„, (3.2)
где xe/? n, Ui^,U{, ieI;Ui— компактные множества в евклидо-
вом пространстве Rm.

Обозначим через Di множество допустимых управлений i-ro
игрока, состоящее из всех измеримых на отрезке [to,T] вектор-
функций, удовлетворяющих для всех t^[to, T] ограничениям

Будем предполагать, что на правую часть системы (3.1) на-
ложены все условия, гарантирующие существование, единствен-
ность и продолжимость решения на отрезок [/0, Т] при любых
измеримых управлениях «МО» 1 = 1- 2 п.

Кроме того, будем предполагать, что вектор-функция пред-
ставима в виде

f(x. ы,, «а, ..., un)=fw(x, щ) + р ) ( х > И2)+...+/<»)(х| ип).
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Обозначим через Di[t\, t*) множество всех сужений допус-
тимых управлений 1-го игрока на отрезок [tiy t>), ?o^/i</2s^7'-
Пусть А- [ ?Q О\ < ••• <!'«;л } —произвольное конечное раз-
биение отрезка времени [/0, Т], а {Д} — множество всех таких
разбиений.

О п р е д е л е н и е 9. Последовательность ?д = ( ф д , ,

?1, а • - • Ti.nu) )• где (pi. . e~D,[to, t'\ ), а ?1,й (* = 2, 3, ...
..., п( Л ) ) — любое отображение множества Z>i[/0. ^ _ , )Х...
...Х£»[*о, £А

Л_,) в £>,[/^ j . tl ), называется Л-стратегией i-ro
игрока.

Пара (ft=(A, фд ), где Де{Д}, а ф ^ —любая Д-стратегия
i-ro игрока, называется кусочно-программной стратегией i-ro
игрока. Обозначим множество всех Д-стратегий i-ro игрока че-
рез Z),- д , а множество всех кусочно-программных стратегий —
через Z)<'), tel. По определению £)<'>= (J /),-,д .

Д { }{}
Набор ф= (ф1 ф„)-, где ф,еО('', t = l н. называется

ситуацией в игре. Можно показать (см. [38] и § 6 настоящей
главы), что каждой ситуации ф и начальному условию х(70)=:х0

соответствует единственная траектория x(t) ( х ( 7 ) | ^ 0 = х 0 ) .
Дифференциальной игрой п лиц в нормальной форме фикси-

рованной продолжительностью T—to, описываемой дифферен-
циальным уравнением (3.1) с начальным условием (3.2), будем
называть игру

в которой функция выигрыша i-ro игрока имеет вид

/с;о>.,о (Ф. < Р П ) = / Л ( Х ( О ) Л + Я 4 ( Х ( Г ) ) ,
' о

где hi и Hi — непрерывные функции на Rn и х (t) — траектория
в ситуации ф= (ф ф„) с начальным условием х(^) | t=u =x 0 .
Целью i-ro игрока является максимизация своего выигрыша в
момент Т.

Если в правой части (3.3) Я г = 0, i e / , то выигрыш называ-
ется интегральным; если /ij = 0, i e / , то игра имеет терминаль-
ный выигрыш.

В случае, когда /={1, 2} и К\, Хо (•) =-К2, Хс (•) , игру

о, х0) =<D>, D\ К и, Хо > , К ,.. „ =К2

и Х;

будем называть дифференциальной антагонистической игрой в
нормальной форме.

Пусть задано е>0.
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О п р е д е л е н и е 10. Ситуация («*,£ (•)> «а,* (•)) н а з ы в а -

ется ситуацией е-равновесия в антагонистической игре T(to, х о).
если для всех « i ( - ) e D ' и ы 2 ( - ) е ^ 2 имеет место неравенство

Стратегии «|*,,(О. «а, . (О называются е-оптимальными.
О п р е д е л е н и е 11. Пусть и\ (•), «* ( 0 — п а р а страте-

гий, такая, что

<,*А< (О, МО)
для всех U i ( - ) s £ ' , « 2 ( 0 e ^ 2 - Тогда ситуация («*(•),«* (•))
называется ситуацией равновесия в игре Г(*о. х 0).

О п р е д е л е н и е 12. Верхней Д-стратегией второго игро-
ка называется последовательность ?4 ' 2=(<р*'2, ^ 2 , .... Ф^/ } ) ,

где <p*l2:D,[<o, ^ ^Wo, t\ ). ? Г : ^ [ ^ ^ ) Xfl,['«h d ) - "
^ ^ « l . , , /* ) . * = 2, 3, . . . ,п(Д).

Аналогично определяется верхняя Д-стратегия первого игро-
ка. Обозначим D ^ - - множество верхних Д-стратегий 1-го
игрока.

Верхней Д-игрой будем называть тройку •

Г л (/о. x o )=<D,,4 , />2

Л ,/С < о Х о > ,

а нижней Д-игрой — тройку

Гд (/о, xo) = < D ^ , / ) 2 , л , ^ о Х а > .

Для антагонистической дифференциальной игры с предписан-
ной продолжительностью и терминальным выигрышем, динами-
ка которой описывается уравнением (3.1), справедливы утверж-
дения [39].

Л е м м а 1. В играх Г д (to, хо) и Гд (t0, x0) с терминальным
выигрышем существуют ситуации равновесия при всех х е ^ п ,
Г<оо, и для любого конечного разбиения Д(п) выполняется
неравенство val Y* (t0, x o ) ^ v a l Гд (to, x0).

Теорема 2. При всяких t0, х0, Т<^<х> справедливо равенство

lim val Гл (t0, xo) = lim val Гд (f0, x0).

Теорема 3. Для любых x0, ô, 7"<ce в игре Г(70, х) с терми-
нальным выигрышем существует ситуация е-равновесия для
любого е^>0. При этом



val Г {t0, xo) = lim val ГЛ ( П ) .(х„, t0).
n-*-oo

Изложенные здесь элементы теории игр необходимы для по-
нимания следующих параграфов. Для более глубокого ознаком-
ления с основами этой теории мы рекомендуем обратиться к
книгам [22, 23, 33, 35, 39].

§ 2. СТАТИЧЕСКАЯ ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ
МОДЕЛЬ НОРМИРОВАНИЯ ВЫБРОСОВ ВРЕДНЫХ ВЕЩЕСТВ.

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ
РАВНОВЕСИЯ ПО НЭШУ

Пусть в промышленном районе расположено п предприятий,
каждое из которых имеет один источник, выбрасывающий в
атмосферу вредную примесь. В районе имеется экологически
значимая зона Q, уровень загрязнения в которой не должен пре-
вышать предельно допустимого значения. Как было показано
в главе 2 (см. § 3), усредненное по времени и области Я значе-
ние концентрации вредной примеси в атмосфере при наличии п
источников можно приближенно рассчитать по формуле

а

q= 2 с&ь I = l » 2, ..., п, 0<дГ(<а,-,
' • = 1

где с,>0 — интегралы решений сопряженной задачи, турбулент-
ной диффузии, зависящие от параметров процесса атмосферного
переноса, местонахождения и технических характеристик источ-

ников выбросов. Пусть в < 2 ciai — значение предельно допус-

тимой концентрации (ПДК) вредной примеси.
Считая предприятия игроками, построим игру, моделирую-

щую конфликтную ситуацию загрязнения атмосферы. Предпо-
ложим, что каждое предприятие i может снижать свои эксплуа-
тационные расходы посредством увеличения выброса хи одна-
ко, если в зоне Я уровень загрязнения превышает ПДК, на
предприятие накладывается штраф Si>0.

Пусть игрок (предприятие) i имеет возможность выбирать
значения Xi из множества Xi = [0, а,]- Функции выигрыша игро-
ков (предприятий) имеют вид

... , Хп) =

I h xn)—Si,q>6,

где hi(xi, х2, ..., хп)—непрерывные и возрастающие по аргу-
менту Xt функции.

В качестве принципа оптимальности в этой игре рассмотрим
равновесие по Нэшу (см. § 1). В силу монотонности каждой из
функций выигрыша hi(x) по аргументу .v,- ситуации равновесия



находятся на гиперплоскости 2 CiXt = Q. Действительно, пред-

положим, что ситуация х°= (х° , х\ , ..., х°п ) является равно-
п

весной и при этом 2 °ix i <C@- Тогда найдется / е / , такое, что

х?. <Oj и х'^(х° , uj], причем 2 с& ° +х t Cj<6. В силу

монотонности функции /ij имеем hj(x°)<^lij(x°\\x'j ) , или

Если же 2 Cjjc ° > в и найдется такое /е/, что ;с.° <aj, то, оче-
i=i ' •

видно, /jj(xo||aj)>Aj(xo

J), или

Следовательно, х° не является ситуацией равновесия.
Нетрудно заметить, что единственной ситуацией равновесия,

не лежащей на указанной гиперплоскости, может быть ситуа-
ция a=(ai, а2, ..., ап).

Обсуждая в дальнейшем существование ситуаций равнове-
сия, мы везде будем иметь в виду ситуации равновесия в чис-
тых стратегиях, не затрагивая вопроса о существовании ситуа-
ций равновесия в смешанных стратегиях [5].

Будем называть ситуацию равновесия х допустимой, если
п

2 CiXi^.&, а оптимальным решением в игре Г — множество
i=i
допустимых ситуаций равновесия.

Предположим, что оптимальное решение существует и
х*=(х* ) х*2 , ..., х*п) —допустимая ситуация равновесия. Вы-
берем в качестве предельно допустимого выброса предприятия t
значение х * . Значения х ] обладают двумя важными свойства-
ми: во-первых, если предприятия осуществляют выбросы, не
превышающие соответствующие значения х] , то уровень за-
грязнения в зоне Q не превышает ПДК; во-вторых, превышение
значения ПДК невыгодно предприятию, поскольку уменьшает
его выигрыш.

Ниже мы проанализируем несколько игр, в которых будут
найдены условия существования и единственности ситуаций рав-
новесия в чистых стратегиях, а также указаны оптимальные
решения.

1. Рассмотрим бескоалиционную игру

Г, = </, {Xt}ieI,{Ht}ieI.>,
в которой функции выигрыша заданы в виде
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.V,,)
i-s,-, ?>e,

n

где hi(q) непрерывны и воз-
растают. График функции Я,
изображен на рис. 9.

ПуСТЬ <7тах— 2 ciaii a

/Cs/ — множество игроков,
для которых существуют
<7je(0, Q+Cja}), /е/С, такие,
что Л ;(0) =/ij(9,) —Sj, /e/C.

Теорема 4. Множество ре-
шений системы

2

2
1-1

, C;>0,
(3.4)

совпадает с множеством допустимых ситуаций равновесия в
игре Гь

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что множество К не-
пусто. Пусть для некоторого решения (3.4) существуют /е/С и

значения x'f е [ 0 , а,], такие, что #j(x||.v, )>Я;(х).Предполо-

жим, что X/ <Х;. Тогда

и, следовательно,

Г̂  ) =/lj( 2 iA:^ ) ,

но поскольку функция hj(q) возрастающая и Hj(x)=hj(Q),
должно выполняться неравенство Hj(x\\x'. ) < Я ; ( х ) . Пусть те-
перь .V-. >*(. Тогда

2 CiXi + Cjx'. > 0 ,

Я.,(Х||А-' )=Л.,( jx'j )-Sj.

Мз условий (3.4) имеем
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2 dXi + Cjaj> 2
/ iel

следовательно, ЛД^)>Л,( 2 CjXj + CjXy )• Отсюда получим

i e /

или HJ(X\\XJ)^.HJ(X). Следовательно, для всех /е/С и х. е['О, Cj]
имеет место неравенство Я;(х||л:;. )^Я ; (х) .

Для любого игрока /je/^/С Лр(в)>ЛР(^)—«j при любых
значенияхq<= [в, в + с,,ар] и Л р (в)>Л Р (?) при </е[0, в ] . Следо-
вательно, Нр(х\\х'р )<Яр(х) для любых х'р е [ 0 , а р ] .

Покажем теперь, что любая допустимая ситуация равнове-
сия является решением системы (3.4). Действительно, предпо-
ложим, что допустимая ситуация равновесия х не является ре-
шением системы (3.4), тогда для некоторого /е/С справедливо

•<7,— 2 С1Хг<С}а}.
re/

Следовательно, в силу монотонности функции h

ЯЛх||а,) =Л;( 2 cixi + clxj)-siyii1(q)=
re/
'V/

т. е. х не является ситуацией равновесия. Полученное противо-
речие завершает доказательство теоремы.

Перепишем систему (3.4) в виде

9i> 2 CiXi—dXj+cjcij, /e/C,

или

V CiX, = e,X;2*a}-.±-(q}-e), (3.5)
re/ °

/е/С 0<л-,<а„ t e / .
Система (3.5), очевидно, не всегда имеет решение. Следую-

щая лемма дает необходимое и достаточное условие существо-
вания решений этой системы уравнений.

Л е м м а 2. Если 2 С;Я;2>6, то для того чтобы система
Kj

(3.5) имела решение, необходимо и достаточно выполнения
условия
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2 (<1}-С}а})>е(\К\-1), КФ0. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть х
= (.vi хп) —некоторое решение системы (3.5), тогда

Учитывая, что 2 С Л ^ © . получаем
1К

Окончательно имеем 2 (ft— cJ ai)s^©(|#|—О-
/

Д о с т а т о ч н о с т ь . Перепишем неравенство (3.6) следую-
щим образом:

Будем искать решение системы (3.5) в виде

xj='uj-(q}-e)/ci + Bj, jeK, X) = 0, j<=I^K, (3.7)

где ej удовлетворяет неравенствам O ^ E J ^ , /eK.

Выберем EJ в виде
S (q}-cjai)

В силу (3.6) и д£>& оба сомножителя неотрицательны и, следо-
вательно, Sj^O. Покажем, что е^(^,~8)/Cj. Это неравенство
может быть получено из условия в ^ 2 ciaj- Действительно,

К
2 f t | | 2

или

2 («7i-w)-e(|/C|-i)< 2 (^-в).
Отсюда

и, следовательно,

Таким образом,
j ( r ) j

Остается проверить, что построенное по формуле (3.7) решение
удовлетворяет условию 2 ci*i = в- Действительно,

76



2 CiXi=* 2 cjfli— 2
ie/ ye/C ye/C

- в.Д
. З а м е ч а н и е . В случае 2 C 3 a j < 9 решение системы (3.5)

существует всегда. Например, вектор х с компонентами

е- 2

21 Српр

является решением системы (3.5).
На основании доказанной леммы и теоремы 4 справедливо

следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть КФ0 и 2 cj0j^6, Cj>0, тогда для того

чтобы в игре Г\ существовала допустимая ситуация равновесия
по Нэшу, необходимо и достаточно выполнения неравенства

6 ( | К | —1)< 2 (<7i—cfii)- (3.8)

Интересным представляется случай, когда оптимальное реше-
ние единственно.

Теорема 6. Допустимая ситуация равновесия в игре Г\ един-
ственная, если выполнены условия:

1) 2 ?>= ( | К | - 1 ) е + 2 cfiit

уе/С уеК
2) 2 с}

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что условие ^
+ Cjuj, / e / ( , .и условия 1) и 2) теоремы совместны. Положим
qj = Q + Cjuj—у]}, /e/f. Тогда условие 1) можно переписать в ви-
де 2 * Ь = 6 - В силу того, что 2 Cj-aj>6, всегда существу-

/еЛС /еЛС
ют значения t\j, удовлетворяющие условию 1). Например, мож-
но выбрать rjj в виде i\j = Cja}f}( S

Действительно, 0< в/ 2 c J a ^ U поэтому O^TIJ^CJUJ И сумма

всех T)j равна 6.
Пусть {̂ j} удовлетворяет условию 1). Возьмем х в виде

xt=0, i(==I^K, Xj=uj—{д,—в)/сjt j^K,
и рассмотрим сумму

2 сл= 2 «W- 2
/е/ /е/С уе/С

77



Воспользовавшись условием i) , получим

/C jK
v ctxt- У

Очевидно, что Xj удовлетворяют неравенству

Остается установить, является ли построенная допустимая
ситуация равновесия единственной. Пусть отличный от х век-
тор х' также является допустимой ситуацией равновесия. Тогда
х' удовлетворяет системе неравенств

S ctx '. = е , х ' >aj-(<?j-e)/C

Поскольку х' отличен от х, то из равенств

2 СЛ= 2 с л = 2 сгх

/еК is/ is/

следует, что найдется такой игрок jo^K, что .v . <\v . и, следо-
/О /о

вательно, JC^ < a / o — (qlo —в)/с/ о , что противоречит тому, что
х' является решением системы (3.5).

2. Рассмотрим теперь несколько иную постановку задачи.
Предположим, что потери предприятия t складываются из рас-
ходов на переработку отходов и налога за загрязнение. Пусть
fi(di—Xi) — непрерывная убывающая функция, характеризую-
щая величину расходов на переработку отходов, где xt — вы-
брос t-ro предприятия (O^Jfj^ai), а а,->0 — максимальный воз-
можный выброс t-ro предприятия. Налог за загрязнение опреде-

п

лим для предприятия i в виде kt 2 ых~ь где &,->0. Величину ki
«•=•1

будем называть ценой загрязнения для предприятия i. Предпо-
ложим, что для любого i и для любых х'. и дг" , таких, что

" , выполнено условие
fiiui—x'. )—fi(ai-x" ) > kta{x" —дг* ).

Оно означает, что при увеличении выброса расходы предприя-
тия на переработку уменьшаются быстрее, чем растет налог
за загрязнение.

Обозначим

x хп)
hi(xt)-ki S cat,

(3.9)
п

i - CiXi — Si, 0 > 0 ,
1-1
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</= i ! CiXt, Ci>0, Si>0.

Рассмотрим бескоалиционную игру п лиц Г г = < / , {Я,},е/
{Я,} I s / > , где Я*(л-,,л-2,...,*„) имеют вид (3.9), Х,= [0, а,].
Обозначим через N множество игроков, для которых выполне-
но неравенство hj(O) >h j(dj) —kjCjuj—Sj, j^N.

. Теорема 7. Множество решений системы

V (3.10)

совпадет с множеством допустимых ситуаций равновесия в
игре Гг.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что х = (xit x2,...,xn) яв-
ляется решением системы (3.10). Пусть для некоторого /eJV
найдется такое значение >:'. eXj, что

Н;(Х\\Х^)>Н}(Х). (3.11)

Так как hj(Xj)—kj ^ В Д возрастает, то xj >Xj и, следователь-
is/

но,
0 = 2 C;.Y,< S CtXi + Cjx' .

is/

Отсюда получаем, что

поэтому неравенство (3.11) можно переписать в виде

bi(xi)—ksCjX}<hj(x', )~kjcix'l -Sj.

Учитывая, что hj(Xj)— kfi^x. <Л;(а;) —/г^а,-, получаем

Так как х является решением системы (3.10), то для / е # по-
следнее неравенство выполняться не может. А для /e/^-V это
неравенство не может быть выполнено, поскольку

Покажем теперь, что любая допустимая ситуация равновесия х*
является решением системы (3.10). Предположим, что х* не
является решением системы (3.10), тогда найдется /еЛ г, такое,
что hj{x*j )—kjCjx'j <Л;(я;)— k:,CjUj—ss и, следовательно,
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x*) = h, (x) ) - 2 ktctx ] <H5 (x*\\aj),

что противоречит тому, что х* является ситуацией равновесия.
Теорема доказана.

Обозначим через хй

} е [ 0 , a.}] (/eiV) значение Xj, при ко-

тором hj(x°. )—kjCjX°=hj(a^)—kjCjaj—Sj. В силу свойства функ-

ций hj значение х* для каждого j^N определяется единствен-

ным образом.
Для решения вопроса о существовании оптимального реше-

ния в игре Гг будем использовать следующую теорему.
Теорема 8. Для того чтобы в игре Гг существовала допусти-

мая ситуация равновесия, необходимо и достаточно, чтобы

Е^.Че. (3.12)
j<=N

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть х =
= (хи х2, ..., хп) есть допустимая ситуация равновесия в игре
Гг. Тогда для jeN справедливо неравенство

hj (Xj) —kjCiX^hi (о;) —kiCfij— ss=hi (:x°. ) -kjC}x) .

Отсюда следует, что х^х° для /еЛГ. Поскольку 2 cix<j ^

^ 2 Cjjf;=в, то, следовательно, У, CjX°,

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что неравенство (3.12)
выполняется. Рассмотрим два случая.

Случай 1: 2 с ;-а^в. Решение системы (3.10) можно запи-
jN

сать в виде

где
в - 2 cjX°

1=» 'Ч(а,х))
1 S {cjaj-cjx")

j(=N '

Проверим, что построенный вектор х = ( * ь ••, хп) является ре-
шением системы (3.10).Поскольку2 CiX° < в < 2 с fit, то

jesN ' je=N

0 <
0 - 2 cjX°

и, следовательно, Xj=x° +е^а}, jf=N. Имеем х? < ^ для
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поэтому
bj(*j) —kfiiX^hAx) ) -kjCjX ." =/(.; (a,) -kjCjuj-Sj.

Остается проверить, что 2 c,Xj = @.
j(=N

Действительно,

21 W = S CjX° + 2 C.,E,= S CjX ° +
/e=/V /e/V je=N je=N

0 - 2 rj.v °

L

Случай 2: 2 С А < ® . В этом случае одним из решений

системы (3.10) является вектор х, компоненты которого равны

9— S Cjdj

Xj=a}, je=N, Xi = ui ^ c a . — w'e/\/V.

Таким образом, теорема доказана полностью.
Условия единственности допустимой ситуации равновесия в

игре Гг можно сформулировать в виде следующей теоремы.
Теорема 9. Пусть 2 Cjaj^Q. Для того чтобы допустимая

Л'уеЛ
ситуация равновесия в игре Гг была единственной, необходимо
и достаточно, чтобы

V с / , = в . (3.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть х =
— (хи х2, ..., х„) является единственным решением системы
(3.10). Предположим, что неравенство (3.13) не выполняет-
ся, т. е. 2 CfX°. < 6 . В этом случае, если 2 c j a j < 0 . то оптн-

уеЛ' ' jsN
мальное решение, очевидно, неединственио, так как существует
целое множество решений х, таких, что .*.; = «;, /e/V, а х„
i^I\M, определяются из условия 2 CiXi = Q— 2 ai- Поэтому

is/^ЛГ j'<=N'
необходимо предположение 2 с&^в. В этом случае всегда

jN
найдутся два игрока ji^l\N и jz^N, такие, что

0<д-у, < в / ( , (ЗЛ4)

*l <xi2 <ah . (3.15)
Тогда решением системы (3.10) будет также любой вектор х',
компоненты которого совпадают с компонентами вектора х,
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кроме компонент х'. и х h , которые удовлетворяют условиям
(3.14), (3.15) и

<•'/, •*'/, + c h х), = с ; . x h + c h x h -

Получили противоречие, которое доказывает, что 2 сзх ? ~©-

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что равенство (3.13)
выполнено, тогда единственным решением системы (3.10) явля-
ется вектор х, такой, что Xj—x°. , j<=N, *j = 0, /е/\Л^.

Пусть х' — отличное от х решение системы (3.10). Тогда
найдется игрок j^N, для которого .v;' <*, , но тогда

а это противоречит тому, что х' является решением системы
(3.10). Теорема доказана.

§ 3. О СУЩЕСТВОВАНИИ
СИЛЬНО РАВНОВЕСНЫХ СИТУАЦИЯ

В § 2 мы определили ситуацию равновесия как набор п стра-
тегий, при котором ни один игрок не может выгадать односто-
ронним изменением своей стратегии. Однако если мы будем учи-
тывать возможность совместных действий игроков, полученные
решения уже не смогут нас удовлетворить.

Определим сильно равновесную ситуацию как набор п стра-
тегий (которые могут, если это необходимо, выбираться совме-
стно), таких, что не существует коалиции S S J V , которая одно-
сторонним изменением стратегий входящих в нее игроков мо-
жет увеличить выигрыши своих членов, если остальные игроки
не изменяют стратегий. Ситуация х* в игре Г является
сильно равновесной, если не существует S s / и xs={x;}ye<s та-
ких, что O^Atj^aj и H}(x*\\xs)^>Hj(x*) для всех / e S .

Рассмотрим в качестве принципа оптимальности сильное
равновесие. Так же, как и раньше, будем называть ситуацию

и

допустимой, если Д] c,*j^6. Оптимальным решением будем

называть множество допустимых сильно равновесных ситуаций.
Исследуем вопрос о существовании допустимых сильно рав-

новесных ситуации в игре Г]. Заметим, что множество допусти-
мых сильно равновесных ситуаций содержится во множестве
допустимых ситуаций равновесия по Нэшу, поэтому для любой
сильно равновесной ситуации х=(дг ь х2, ...,хп) справедливо

16= /

Напомним, что функции выигрыша в игре Fi имеют вид
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Я,(х)= I hi(4)' * < в >

I hi (q) -st, q>&.

где 9 = S ci-r'- Множество /Cs/ определим как множество

игроков, для которых существуют значения ^ е ( в , 2
У

такие, что ^ ; . ) ^ М )
Рассмотрим вспомогательные игры r s (Ss/C). Множество

игроков в игре Ts состоит из игроков, не принадлежащих S, и
коалиции 5, которая действует как один игрок /s. Обозначим
множество игроков в игре Ts через Is- Множество стратегий
игрока js определим следующим образом:

где а 1з = 2 скак.
ke=S

Обозначим q j<t =max qk. Пусть feeS — игрок, для которого

значение q fts — наибольшее из всех qt для / e S . Функции вы-
игрыша игрока js выберем в виде

( hk (q),

)H ()Hi k

где q— 2 c.ix.i+xis • Функции выигрыша остальных игроков

определим так же, как в игре IV
Обозначим через Xs множество допустимых ситуаций равно-

весия в игре Fs, а через Хг, —множество допустимых сильно
равновесных ситуаций в игре IY

Любая допустимая сильно равновесная ситуация х*еХг,
принадлежит Jfs для любой Ss/C. Действительно, если х* —
допустимая сильно равновесная ситуация в игре Гь то никакая
коалиция S s / не в состоянии односторонним изменением стра-
тегий своих игроков увеличить выигрыш всех своих членов.
Следовательно, в игре Ts ии один игрок не сможет изменить
свою стратегию так, чтобы увеличить свой выигрыш, в том чис-
ле и игрок j s . Таким образом, для любой коалиции S s / спра-
ведливо включение Хг, ^Xs, или X г> £ П ^ s

S C
С другой стороны, если П Х8Ф0 и х ° е П ^ S , то для любой

St=K S<=K
коалиции 5s/C //;ч(х°| |х8)^Я,< !(х0). Это означает, что ни од-
на из коалиций Ss/C в ситуации х° не в состоянии односторон-
ним изменением стратегий входящих в нее игроков увели-
чить одновременно в игре Г] выигрыш всех своих игроков.
Любая коалиция # s / (ЯФ0), такая, что R[]K¥=R, имеет в



своем составе хотя бы одного игрока /, не входящего в коали-
цию К. Для такого игрока hj(Q)~^hj(q)—Sj для любого

[ 2 ci<*i]. Следовательно, коалиция R не может в ситуа-

ции х° увеличить выигрыш этого игрока. Таким образом, по-
скольку никакая коалиция S s / не в состоянии в ситуации х°
в игре Г) увеличить выигрыш всех своих игроков, то ("I XS^X г,.

S<=K
Окончательно получаем Xг, = П Xя-

SsK
Множество допустимых ситуаций равновесия в игре Ts сов-

падает согласно теореме 3 с множеством решений системы
уравнений и неравенств

j — (qj - в) /cjt.2^

если

V

с

<7

S

-iXi:-|-лг / 8=-0

1-*/в-в.

/
и

1

0<.r,<a,-, С

e/Cs, д:/ч ̂ а,

системы

3<^<« ( -, 0

+в,

если q 1я^а,-я +В. Здесь Ks={j:j^K>S, ^ < в + с>а}).
Множество сильно равновесных ситуаций в игре Ту совпада-

ет с пересечением множеств .Xs по всем Ss/C и, следовательно,
описывается системой уравнений и неравенств

/=1,2 n, S с,хл> 2 c,a}—q,4

Ss/C. (3.16)

Если qjs < 6 + a, s , то необходимое и достаточное условие су-
ществования в игре Ts допустимой ситуации равновесия соглас-
но теореме. 5 можно записать в виде

-a >Q(\Ks\-l). (3.17)
я

Если q . ^ в + a. , то условие (3.17) примет вид
f S

Сформулируем необходимое и достаточное условие сущест-
вования допустимой сильно равновесной ситуации в игре Г\.

Теорема 10. Если <7;. < 0 + а / ? д л я всех Ss/C, то для того

чтобы в игре Т] существовала допустимая сильно равновесная
ситуация, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось нера-
венство

q - 2 Cid^O. (3.18)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Не о б х о д и м о с т ь. ' Рассмотрим
игру Тк и выпишем для нее необходимое и достаточное усло-
вие существования допустимой ситуации равновесия (3.17). Так
как Кк = 0, то получим q. — 2 Cja^O.

к i<=K
. Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что неравенство (3.18)

справедливо. Тогда для любого S s / ( справедливо неравенство
(3.17). Возьмем /е/С и убедимся сначала, что неравенство
(3.17) верно для S = K\{J}. Действительно, поскольку

q. , если (/,=£ max?,-,

Я • = =

' * qj, если qj=maxq,,

qiK<4lKsU + ^ - в . (3.19)

В самом деле, если q. =г/у , , , то, учитывая, что <7j>9> мож-

но записать qs гл^^;- n +4j—в. Поэтому в данном случае
(3.19) верно. Если же ц, =qj, то поскольку q. . , > в , полу-
чим (/j^q} + (/ j . »4—в. Следовательно, (3.19) верно и в этом
случае. Перепишем неравенство (3.17) в виде 7, ~а \. \\~

^O. Используя неравенство (3.19), получим

Предположим, что (3.17) верно для Ss/C, н покажем, что оно
справедливо и для S\(/}(/eS). Нетрудно показать, что спра-
ведливо неравенство q. ^.q. .. +qj—Q.

Преобразуем (3.17) к виду

Окончательно имеем

Учитывая, что \Ks\ + 1 = \Ks--{,/} |, получаем, что неравенство
(3.17) справедливо для коалиции S\{/}.

Рассмотрим два случая:
Случай 1: У, CJU^Q. Так как в этом случае неравенство

(3.18) выполняется, то решение системы (3.16) должно сущест-
вовать. Можно указать, например, такое решение:

е - v с,а,

х, = а„ j<=K, л-, = а, j - K — , i<=I\K.
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Нетрудно убедиться, что 2 с,*, = в и для любого Ss/C

2 сэх)> 2 CjCti + Q—q. .

Случай 2: 2 С;в,0>в. Будем искать решение в виде

Для любого Ss/C ДОЛЖНО ВЫПОЛНЯТЬСЯ неравенство (3.16), сле-
довательно,

2 е л - 2 Cjuj— 2 ej> 2 Cjui-q , +в,
/eS y'sS /eS ;eS

или 2 ej<^ / s—в.
/S

С другой стороны, для S = {j) CjXj^Cjdj—<7.f + 0, следователь-
но, 0 < E J < ( 7 J — в .

Упорядочим </j (/e/C) по возрастанию: <7/,

Выберем e/r такими, что е/, ^^/ , — в , e jr^4jr — <//,._., • Если

l

/=maxr, то 9,-; =?/„ . Поскольку 2 e i ^ S £ ' * т о > о ч е в и Д н ° .

ej^qr/, - в .
/eS

Приведенным условиям удовлетворяют, например, такие зна-
чения г,г :

s c,eij-e

2

Нетрудно проверить, что 2 c,*i = 6. Действительно,
is/

2 ctxi= 2 с ^ - 2 ej= 2 ^ f l j - 2 »/,=
ie/ ;s/( yeK ye/( ^1

= 2 c;̂  - 2

Теорема доказана.
В игре Г2 множество допустимых сильно равновесных ситуа-

ций совпадает с множеством допустимых ситуаций равновесия
по Нэшу. Действительно, любая допустимая ситуация равнове-
сия по Нэшу х является допустимой сильно равновесной, так
как никакие усилия ни одной из коалиций Sczl не могут привес-
ти к ситуации х', такой, что Hj(x)<^H,(x\\x ) для всех /
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Это следует из неравенства

для любого /eJV и тем более для /«
И обратно, любая допустимая сильно равновесная ситуация

является допустимой ситуацией равновесия по Нэшу.
• Таким образом, для нахождения допустимых сильно равно-

весных ситуаций в игре Гг можно пользоваться теоремами из
предыдущего параграфа.

§ 4. ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫБОРА
РАЗМЕРОВ ШТРАФОВ ЗА ЗАГРЯЗНЕНИЕ

При выборе размеров штрафов будем руководствоваться
следующим принципом: если при выбранной системе штрафов
{s«}"=i множество допустимых равновесных или сильно равно-
весных ситуаций в игре Г непусто, то данную систему штрафов
будем считать оптимальной, а размеры штрафов оптимальными.

Рассмотрим простой пример. Предположим, что затраты
предприятия на переработку несброшенных отходов пропорцио-
нальны их объему и оцениваются величиной т(а—х), и при
осуществлении предприятием выброса х^>х° на предприятие
накладывается штраф в размере s. Тогда потери предприятия
можно представить в виде

/м-! т(Гх):
{ т(а—х)-\

где /n>0, O^A'^a, s > 0 .
Будем считать, что предприятие старается минимизировать

свои потери. В зависимости от размера штрафа минимальные
потери равны

min f(x) = j '"("-*°)
*е[0, о] | s. m ( a _

или min f(x) =

Таким образом, если штраф недостаточно велик, например
6<m(a—x°), то предприятию выгоднее заплатить штраф, чем
перерабатывать отходы.

С увеличением количества предприятий иыбор размеров
штрафов за загрязнение усложняется. Исследуем возможности
выбора размеров штрафов на примере игр Г, и Г2.

1. Рассмотрим игру Г|. Функции выигрыша в ней определе-
ны по формулам
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где q= 2 с&< ( c«>0), а функции hi(q) непрерывны и возрас-
ie/

тают.
В § 2 мы определили величины </,(/е/С) из условия

Л/(в) =h
j
(q

1
) -s

}
, q.i<= (в, в + с

}
а
}
).

В силу монотонности функций hj штрафы Sj можно однозначно
выразить через qy.

Sj=hjiq:i) -АДв), /<=tf. (3.20)

Рассмотрим систему неравенств

2 (а,—с,а;)>6(п— 1), ©<aj<e-bc,aj. (3.21)

Пусть а°= (а° , а° » ••• » а,°, ) —некоторое решение этой сис-

темы. Положим qj — u°, , j^I, и назначим игрокам штрафы

в,-Л,(а;)-Мв)./е/. (3.22)
При таком выборе штрафов множество /С совпадает с /. По-
скольку а 0 является решением системы неравенств (3.21), то
<7j=a° и, следовательно, выполняется условие существования
допустимой ситуации равновесия (3.8) теоремы 5. Поэтому если
штрафы игроков вычисляются по формуле (3.22), то допусти-
мые ситуации равновесия заведомо существуют.

Рассмотрим систему неравенств

6(л-1), O<aj<0 + СjOj, /=1,2 П.

Пусть «*= (а[ ,а*,..., а^ ) — некоторое решение этой системы.
Положим штрафы Sj равными

S i = A i ( a ; ) - М 6 ) , / = 1, 2,.... п. (3.23)

Величины <7j = a у в этом случае удовлетворяют условиям теоре-
мы 6, и, следовательно, допустимая ситуация равновесия един-
ственна.

Например, а* можно выбрать следующим образом:

, / = 1 , 2 п,
j

где К= 2 CjOj—Q есть разность между максимально возмож-
У

ным и предельно допустимым уровнями загрязнения. Таким
образом, выбирая штрафы Sj согласно (3.22) или (3.23), мы
обеспечиваем в одном случае существование, в другом — един-
ственность оптимального решения.

2. Рассмотрим игру Г2. Функции выигрыша в этой игре оп-
ределены по формулам
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hi(Xi)-k, I
Hi(xu...,xn)- \

n

Разность hi(Xi)—ki 2 CiX.i по предположению является возрас-
i—1

тающей по *,- функцией. Поэтому величины х° (см. § 2) одно-
значно выражаются через s, и, наоборот,

s^hjiaj-hjix] )-kjcJiaj-xo

l );jeK.

Положим для i = l , 2 п

-k^ Ы~ -1Г~) . (3-24)

При таком выборе Si множество К совпадает с / и х°. £i- стаг

re/
Вектор х° удовлетворяет условиям существования и единствен-
ности допустимой ситуации равновесия (3.12) и (3.13), так как

2 ах ] =- 2J c l ( zi_® = е.

ie/

Таким образом, выбор штрафов согласно (3.24) обеспечи-
вает существование и единственность допустимой ситуации рав-
новесия.

Рассмотрим несколько примеров.
П р и м е р 1. Пусть /={1,2}, q=X\+X2,

в = 6 и функции выигрыша игроков имеют вид

Hi(xux2) =
[ Xi+x2-si, <7>6;

Предположим, что первоначально выбраны следующие штрафы:
si = 2, s 2 = 1,5. Пользуясь теоремой 5, проверим, существует ли
ситуация равновесия в этой игре. Для этого определим значе-
ния q\ и q2: q\ = S+Si = 8, <72 = e+s 2 /3=6,5. В нашем примере
/(={1,2}, поэтому условие существования допустимой ситуации

2

равновесия принимает вид ^ (Я<—«Ог^®. Подставим значе-

ния qi, at и в : ^ (</<—я,) = 5,5<в = 6. Следовательно, допус-

тнмой ситуации равновесия не существует. Изменим штрафы та>
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ким образом, чтобы неравенство 6 + Si—ai + e+Sj/3 - a 2 > 9 вы-
полнялось. Запишем это неравенство иначе: Si + s2/3^ai-f a2—
— 0 = 3. Выберем sx =4/з, «2=5. Тогда, пересчитав заново значе-
ния </.?, получим <?i = 7-j-, <72 = 7-§~ .

Оптимальное решение можно определить по формуле (3.7):

где
2

) —в
<7f — в

,•= —

Отсюда получим ei = 0, 62=0, а единственной допустимой ситуа-
цией будет следующая:

± 2 5 i
Таким образом, выбрав штрафы SI = -S-H «2 = 5, мы можем

о
о

определить ПДВ для предприятия 1 в размере 2-^-, а для пред-

приятия 2 в размере 3-=- . В этой ситуации превышение ПДВ
не будет выгодно ни одному из нредприятий.

П р и м е р 2. Пусть в игре Г[ принимают участие три игро-
ка / = {1, 2, 3}. Среднее значение концентрации примеси в зоне Q
рассчитывается по формуле q=Xi+2x2+3x3; ai = 2, az=\, аз = 2,
6 = 7 .

Функций выигрыша игроков полагаем равными

(хи х2, х3) =
I 3(дс, + 2х2+3дсз)-3, <7>6;

Н2(хи Х2, Х3) = \

Я 3(л-,, х2, Хз) = {
( .«1 + 2*2+3*3-1, <?>в.

Требуется найти допустимую сильно равновесную ситуацию в
этой игре.

Вычислим значения q/.

Множество К здесь состоит из двух игроков: /С={1, 3}. В каче-
стве qjK можно выбрать либо q\, либо q2. Пусть q,K =q\. Нера-
венство (3.18) в данном случае выполняется. Поэтому допусти-
мая сильно равновесная ситуация существует. Так же, как и
при доказательстве теоремы 9, оптимальное решение запишем
в виде
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x} = aj—e.i/Cj, / = 1 , 3, * 2 = 0,

где tj ра"вны

E 3 = ( , 3 e ) = 1 .

Таким образом, одной из допустимых сильно равновесных си-

туаций в игре Г) будет вектор х = (2, 0, 1~) .

П р и м е р 3. Рассмотрим игру Г2, в которой /={1, 2, 3};
<7 = 2*, + 3*2+4*3; «1 = 2, а 2 = 3 , а3=2; в = 1 0 ; функции выигрыша
игроков определяются по формулам

Я,(*,, к2, * 3) =

2(2лг, + Здг 2 +4д: 3 ) — s 2 ,

C 3 ) ,

Пусть цена загрязнения для каждого из игроков установлена и
kt=\, i= I, 2, 3. Выберем штрафы Si таким образом, чтобы су-
ществовала допустимая ситуация равновесия по Нэшу. Вос-
пользуемся условиями

$, = 30,-3*? -2(о,-*? ),

s 2 = 4 a 2 - 4 * ^ - 3 ( a 2 - * ° 2 ),

s 3 =5a 3 -5* 3

f t -4(а 3 -*з° )

и выразим *° через s»:

*° =a,—s,, *" =о2—б-2, *" = а 3 — s 3 .

Штрафы выберем исходя из условия V Cj*" ^ 0 . Получим

V C i S / > v c j O i - e - l , 2si—3s2 + 4 s 3 > l .
i - i i-i

Возьмем Si= 1,5, s 2 = 1, s 3 = 1,5. Теперь найдем * ; :

*1° = a,—Si=0,5, *" = a 2 — s 2 = 2, *" = a 3 - s 3 = 0 , 5 .

Оптимальное решение определим по формуле **=*° +е,,
t = l, 2, 3, где
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0 - S c f j t 0

si=(ai—x°. ) ie=N '

S с,(а,-х° )
ie-N '

Подставляя значения a,, Ci, jc° , получим ei = V8. e2

 = 1/i2. ез = '/в-

Отсюда получим, что ситуация х = (-^-, 2 т т — ) есть допусти-

мая ситуация равновесия но Нэшу.
Предположим теперь, что заданы штрафы si = S2 = S3=l и

необходимо установить цену загрязнения ki для каждого из
предприятий таким образом, чтобы &|+&2+£з=3 и существова-
ла допустимая ситуация равновесия. Величины х°. и S; связаны
уравнениями

i 3-2*, ' 3-2*i

о _ 4u2-3*2a2-6'2 s2
X2 ~ 4_3fc, - " a 2 - 4 _ 3 ^

«3
A 3 5-4*з d 5-4*з *

Следовательно, для существования допустимой ситуации равно-
весия достаточно, чтобы

3

3-2*, 4-3*2 5-4*з "^ ,i

1 , 1 , 1

Кроме этого на ki необходимо наложить условия

Возьмем *i = -|-, ^2=1, *з = - |-. Вычислим х°. : JC ° = 1, 2, Jtj] =

—2, л-" =0. Множество yV в этом случае содержит двух
игроков: {1, 2}. Поскольку Ciai + c 2 a 2 > 0 , будем искать реше-
ние в видел:;=л:° +су, j^N, xs = 0, где

в- S ед°

Получим Ei = 32/n5. ЕЗ = 8/2З- В итоге оптимальное решение будет
X=(1 7 O/HS, 54/23, 0 ) .
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§ 5. ПРИНЦИП СПРАВЕДЛИВОГО
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ УЩЕРБА ОТ ЗАГРЯЗНЕНИЯ

Предположим, что предприятия наносят вред окружающей
среде, измеряемый определенным экономическим ущербом, и
вынуждены платить штраф, равный этому ущербу. Рассмотрим
вопрос о том, каково должно быть распределение штрафа меж-
ду предприятиями, если нанесен ущерб, равный С.

Предположим, что мы не имеем возможности определить,
какая из коалиций S s / является вредящей, т. е. наносит ущерб.
Будем, однако, считать, что задано распределение вероятностен
образования вредящих коалиций p(S).

Пусть W(S) есть максимальный ущерб, который способна
нанести коалиция S, при условии, что игроки, не принадлежа-
щие коалиции S, ущерба не наносят.

Предположим, что функция W(S) обладает следующим свой-
ством: для любых коалиций S и Т, таких, что r = S , выполнено
неравенство W(S)^tW(T).

Определим для каждой коалиции S s / распределение штра-
фа W(S) по формуле

В том случае, если W(S) = W(S\i), положим y\;s. =0 . Величи-
ну tys. можно интерпретировать как максимальный штраф
игрока i в коалиции S.

Определим средний по коалиции максимальный штраф игро-
ка следующим образом:

Аналогично определим средний по коалиции максимальный
ущерб ~W= S p{S)W(S).

S/
Будем считать справедливым распределение штрафа С, если

игрок получает штраф пропорционально величине

Покажем, что 2 Ь~ !• Действительно,
ie/

2 1*=2§-=2
ie/ ie/ w ie/

93



p()i S p ( )
/ Ss/ ' Sg=/ is/

S p(S)W(S) S
Ss/ Ss/

2 p(S)!F(S)
Ss/

ss/
Принцип справедливого распределения. Распределение за-

трат будем считать справедливым, если доля в возмещении
ущерба определяется для каждого игрока величиной

В случае, если образование любой коалиции равновероятно, то
1$ можно вычислить по формуле

E S * f / S
Ss/ Ss/

Рассмотрим более подробно случай, когда образование лю-
бой коалиции равновероятно.

Введем понятия сильной и слабой ущербностей коалиции S.
Под слабой ущербностью коалиции 5 мы будем понимать сред-
нее значение ущерба по всем коалициям R, содержащим хотя
бы одного игрока из S:-%? S W(R)- Под сильной ущерб-

1 / ? / / ? n S t 0
ностью коалиции 5 будем понимать среднее значение ущерба
по всем коалициям, входящим в S: -^- 2 W(R). Очевидно, что

2 «S
для коалиции, содержащей всех игроков, эти два значения
совпадают и равны — 2 W(R). Рассмотрим функции

1 /?s/
W(R) S W(R)

W(R) CtJ>c(S)= s W{R)

C-
ЛЕ/ /?=/

Покажем, _что vc является вогнутой, т. е. Vc(S[)T)^.Vc(S) +
+ vc(T)—vc(S(]T), 5 s / , T s / . Действительно,

2

что и доказывает требуемую вогнутость функции vc. Анало-
гично можно показать, что функция vc является выпуклой.

Выберем _tjc в качестве характеристической функции игры.
Определим ядро этой игры c(v) как множество таких дележей
х = (*,, х2 х„), что *,->0, x(S)= 2 Xi^vc(S), Sczl. В силу

/sS
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вогнутости характеристической функции ядро непусто. Пока-
жем, что дележ, определяемый по принципу справедливого
распределения, принадлежит ядру кооперативной игры Не-
действительно,

§ S C 'S * % С

RsSRsS/?f1S

S W(/?)
_ R<=l:R()S*0 -
— S WlR) ~"

R<=I

Нетрудно показать, что справедливым является также нера-
венство 21 %C~^(S)

/е5
Таким образом, дележ %С удовлетворяет следующему усло-

вию: vc(S)^ v liC^vcfS). Заметим, что vc(l)= У, е;С =
ieS ~ /el

()
Покажем, что если для коалиции 5 нарушается одно из не-

равенств, то для коалиции /""̂ S нарушается второе, и наоборот.
Действительно, пусть x(S)= 2 liC<C.vc(S), тогда

/sS -

E,C=(1- 2 b)C>C-oc(S) =

W(R)

Rsl

Таким образом, имеют место следующие свойства:

, S<=I, T<=I.

3. {х:^>0, 2 ХГ = С, 2
is/ /eS

, 2 .̂ = C 2 *<
/e/ isS

4. Ус(5)< 2 6*
~ ie=S

5. Если W(S) = W7('SU0 Для любой коалиции S = / , то 1, = 0.
6. Для любого вещественного числа k iw" = | f c w".
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§ 6. ДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ
МОДЕЛЬ ОХРАНЫ АТМОСФЕРЫ ОТ ЗАГРЯЗНЕНИЯ

Наряду со статическими моделями, рассмотренными в пре-
дыдущих параграфах, в которых интенсивности выбросов вред-
ной примеси были постоянными величинами, целесообразно
рассматривать модели с интенсивностями выбросов, меняющи-
мися во времени. Это позволит использовать для определения
ПДВ аппарат теории дифференциальных игр и применить по-
нятие динамической устойчивости решений.

Пусть для предприятия i интенсивность максимально воз-
можного выброса в момент / описывается неотрицательной ин-
тегрируемой функцией yi(t). Обозначим через н г (0 интенсив-
ность выброса примеси предприятием i в момент t. Предполо-
жим, что при определенных затратах предприятие может про-
изводить полную очистку выбрасываемого аэрозоля от примеси,
и будем считать, что и,-(0 удовлетворяет ограничениям

0<tt,(0<Y<(0. ' = 1, 2, ..., п, (3.25)
в каждый момент времени t^[tQ, T].

Для описания изменения средних значений концентрации
примеси, выбрасываемой в атмосферу несколькими источника-
ми, воспользуемся уравнением турбулентной диффузии (см. гла-
ву 2 § 1)

да , да , до , да д до

> У> *)• (3-26)

Здесь оси х к у расположены в горизонтальной плоскости, ось
г — по вертикали; v\, V2, v$ — составляющие средней скорости
перемещения примеси соответственно по направлению осей х,
у, г, удовлетворяющие уравнению неразрывности

dv\ , ду2 . ду3 _ _
дх """ ду "•" дг ~ U -

Коэффициент /) описывает изменение . концентрации за счет
превращения примеси. Коэффициенты v, ц выбираются на ос-
нове теории статистической турбулентности. Функция им(х,у,г) —
= Л(г—Ti) задает местонахождение источника i, где г = (х, у. г),
ri=(Xi,yi,Zi).

Уравнение (3.26) задано в области £>XS, где DeR3 — ци-
линдрическая область, ограниченная плоскостями г = 0 и z=zH

и кусочно-гладкой боковой поверхностью G; множество S имеет
вид Е = [/о, Т]. Граничные условия для уравнения (3.26) запи-
шем в виде

a j t + bq = O при 2 = 0,|£ = 0 при 2 = zH; ^ = 0 на G. (3.27)
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Здесь а и b — заданные константы или функции от х, у. Пусть
в начальный момент t—t0 задано распределение концентраций
f/o(x, У. z), которое возьмем в качестве начального условия для
уравнения (3.26):

4(to, х, у, z) = qo(x, у, г » 0 . (3.28)

Множество IIi измеримых функций in(t), удовлетворяющих
(3!25), будем называть множеством допустимых управлений
игрока i, U=UixU2X...XUn — множеством допустимых управ-
лений в игре.

Предположим, что относительно коэффициентов уравнения
(3.26) и граничных условий (3.27) выполнены условия, обеспе-
чивающие существование и единственность в пространстве
//2(А S) решения уравнения (3.26) с начально-граничными
условиями (3.27), (3.28) для любых qo^H2(D) и ие£/ , где
#2(А 2) —пространство Соболева второго порядка в области
DxE функций q(t, x, у, г), суммируемых в квадрате, таких, что
по всем переменным существуют обобщенные производные до
второго порядка включительно [24].

Решение q(t, х, у, z, t0, qo, «ь и2, ..., ы„) уравнения (3.26) с
начально-граничными условиями (3.27), (3.28) задает распре-
деление концентрации примеси в момент /, получающееся в ре-
зультате сброса ш(т), 0<1т</.

Пусть / — по-прежнему множество игроков (предприятий).
Будем считать, что выигрыш игрока определяется как затраты
предприятия, взятые с обратным знаком. Предположим, что
предприятие получает доход в зависимости от того, имеет ли
оно возможность выбрасывать примесь или вынуждено тратить
средства на очистку. Интегральный доход, который предприя-
тие получает к моменту t, запишем в виде /А*(и,-(т)) dt, где

hi(Ui(x))—неотрицательная интегрируемая функция, такая,
что в любой фиксированный момент То функция hi(Ui) монотон-
но возрастает по щ, О^ы^у«( то)- Пусть предприятие уплачи-
вает «налог» за загрязнение в зависимости от уровня загрязне-
ния атмосферы в регионе, который оценивается осредненным по
времени и по зоне Q значением концентрации примеси. Опреде-
лим «налог» за загрязнение для предприятия i в виде

/ / Ci(x, у, z)q{y, х, у, г)йШх,
U 2

где Ci(x, у, г)—неотрицательная интегрируемая функция.
Функция Ci(x, у, z) позволяет задавать значение налога для
каждого из игроков в зависимости от конкретных условий.
И, наконец, будем считать, что предприятию может быть назна-
чен штраф, если уровень загрязнения атмосферы превысил пре-
дельно допустимый. Предположим, что штраф задается функ-
цией . • - . . . - •
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Ht( J J q(r, x, y, z) dQdx),^^- J { q{x, x, y, z) dQdx>&,
lit — 1ц —

1 r

0, -7-7-/ /<7(т, *, г/, г)

где в — предельно допустимая средняя концентрация примеси.
Таким образом, мы можем определить выигрыши игроков в
виде

Л'1 (<?(>, х, у, z), «,(/))= /А«(«((т))(1т-
h

т
— / / ci(x, у, z)q(v, x, у, z)dxdQ—Si.

Л. -
В качестве допустимых стратегий игроков рассмотрим кусоч-

но-программные [36]. Обозначим через Ui([tu /2]) множество
всех сужений допустимых управлений игрока i на отрезок
[и, /2). fo<fi</s<r. пусть д , = {/0=/; < ^ ; < . . . < / ; „ . = г}—
конечные разбиения отрезка [/о, 71], / = 1 , 2, ..., п.

О п р е д е л е н и е 13. Пара »,(•) = {Д,, а,}, а/= (о" , о(! . . . .

..., а " ' " 1 ) , где ак.> —отображение, которое моменту времени

/ к и состоянию q(tkjt x. у, г) ставит в соответствие програм-

мное управление «*'(/ *. ) е У ( [ / » г /».+) ] ) , называется кусоч-

но-программной стратегией i-го игрока.
Обозначим множество кусочно-программных стратегий игро-

ка i через Хг= {«;(•)}, а через u=(Mi(-), ..., ип(-))—ситуа-
цию в игре. Через Х=.Х1хЛ2ХЯзХ ... ХХ„ обозначим множест-
во всех ситуаций в игре.

Покажем, что каждая ситуация («i(-). «2(-), •••, Un('))
определяет единственную в пространстве /-2(2, D) траекторию.
Пусть в начальный момент в состоянии qo(x, у, г ) е Я 2 ф ) игро-
ки выбирают свои кусочно-программные стратегии «i=(Ai, ai),
«2= (Д2. ^2), •••. «п= (Дм, Qn). Расположим числа f* в порядке
возрастания. Тогда получим последовательность ^o<C^i^-^
^tm = T, m = ni\+ms+ ... +mn. В начальный момент игроки вы-
бирают согласно а0, свои управления u°t (t)-ai(ta, a o ) e
el/,-([/о, t\ )), /^[/о, t\ ) и не меняют их до момента /', . Обоз-
начим через А с / множество игроков, для которых l\ = t\ , /е/ь
Обозначим управление игрока i на отрезке [TI, T2)
через M{([TI, T2)). В момент ^ игроки из 1\ выбирают
новые управления «,([/ь t'2 ) ) , i e / ь При этом м,! ([/,, /^ ] ) =

= fli(fi. ^(^1. ̂  У' г» о̂, 9о, « I ( T ) , .... н п (т)) , где-<7(/1, х, у, z, /0,
<7о, « I ( T ) , ..., « п ( т ) ) е Я2(/)) —решение уравнения (3.26) с на-
чально-граничными условиями (3.27), (3.28) в момент U при
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допустимых управлениях «г(т)=м,([/0, t\ ]), Предположим, что
множество Л состоит из / игроков. Тогда I\~t2= ... = /<<^+i-
Обозначим /2i = {i<=/; tt+\ = t\ }, / 2 2 = {is/, U+i = t'2 | . Заметим,
ЧТО /21ПЛ>2 = 0 .

В момент i(+i игроки из 12\ выбирают управления
«/ Шн-ь * 2 ) ) = a « ( ^ + i . <7(<;+i. х, у, г, U, q0, м,(т), .... «»(т) ) ) ,
где t e / 2 i , <7(//+i, *, г/, г, /0. <7о, « I ( T ) , ..., и „ ( т ) ) е / / 2 ф ) — реше-
ние уравнения (3.26) в момент h+\ с начально-граничными
условиями (3.27), (3.28). Игроки из /22 выбирают управления
»° ([ti+u t'3 ))=ai(t,+u g(ti+u x, у, г, t0, q0, u,(x) « п ( т ) ) ) ,
причем управления м,(т) имеют следующий вид для т е [ / | , //+i):

1 -й? ([/.. / I + I ) ) . / е / ^ / , ,

и' ([/,, /,+,)), /в/,.
Продолжая построение таким образом, мы получаем единствен-
ный набор управлений u=(ui(t) un(t)), порожденных стра-
тегиями «!(•),.. .,«„(•). Так как получаемое управление
u e U ( S ) c L 2 ( S ) , то ему соответствует единственное в простран-
стве H2(D, S ) решение q(t, х, у, z, t0, go, ut(t), u2(t), ..., un(t)).
Следовательно, любая ситуация «(•) = («!(•), ..., Ц „ ( - ) ) Е Х
определяет единственную в #2(Z), S) траекторию. Поскольку
u(Oc:U и q(t, х, у, z, /0, q0, « i (0 . -» « n ( / ) ) e L 2 , однозначно
определен функционал Ю(д(^ х, у, г), ы*(/)) и, следовательно,
на множестве ситуаций X определена функция выигрыша /-го
игрока

( ( ) ( ) ) K ( f 90, "1. «2 Un) =

^ х, у, г), Mi(0).
Таким образом, определена дифференциальная игра п лиц в

нормальной форме с предписанной продолжительностью Т—10,
динамика которой описывается уравнением (3.26) с начально-
граничными условиями (3.27), (3.28):

Г('о,<7о) = '

После формализации задачи как дифференциальной игры п
лиц важное значение приобретает выбор принципа оптималь-
ности. Предположим, что выигрыши трансферабельны, т. е.
игроки имеют возможность передавать часть своего выигрыша
другим игрокам. Это позволяет им объединяться в коалиции
с целью увеличения суммарного выигрыша и распределения его
в соответствии с выбранным принципом оптимальности. Для
исследования возможностей такого поведения построим дина-
мическую кооперативную игру.

Предположим, что образовалась коалиция S. Тогда множест-

7* 99



во игроков из этой коалиций можно рассматривать как одного
игрока с множеством стратегий

8 ( . ) = (« , , (•) и , 1 в 1 (')

и в ы и г р ы ш е м

Ks(to, <7о, м& Ы/\ s) = 2 *О(7о, <?о. «I- «2 Wn,)-
isS

Определим характеристическую функцию игры ГС/о, до) следую-
щим образом:

1>(0)=О, и (7) = sup ^ Ki(t0,go,Ui,U2,...,un).

Для любой коалиции S c /

V(S)=VU\FS/I\ s(t0, go),

где Fs//\s(/o, go)— антагонистическая дифференциальная игра
двух лиц : множества 5, выступающего как максимизирующий
игрок, и /"^S, выступающего как минимизирующий игрок. Мно-
жествами стратегий игроков 5 и / ^ 5 будут соответственно мно-
жества Xs и Xj^s. Функция выигрыша в игре Te/i\s(to, go) в каж-
дой ситуации (us,UnS) определяется для коалиции S как
Ks(to, go, us, ui ~s).

При определенных условиях значение антагонистической
игры Fs/n s(to, ^o) может не существовать. В этом случае можно
определять характеристическую функцию следующим образом:

inf

О п р е д е л е н и е 14. Траекторию g(t, x, у, г) управления
(3.26) с начально-граничными условиями j(_3.27), J 3 . 2 8 ) _ H соот-
ветствующее ей программное управление u(t) = (ux(t), u2(t),...,
un(t)) будем называть оптимальной траекторией и оптималь-
ным управлением в игре F(to, до), если

2 Ki(to,qo,ui,-,'un)= sup 2 Ki(to, go, Щ,..., ип) (3.29)
is/ usl/ is/

при условии

яДг- I I ? ( ' . Л'- У. 2- 'о. <7о, Щ..», i^)dQdt^e. (3.30)

Заметим, что оптимальная траектория и оптимальное управле-
ние существуют не всегда.

Если при выполнении (3.29) условие (3.30) нарушается, то
траекторию q(t, x, у, z) нельзя считать допустимой с точки зре-
ния сохранения окружающей среды. В этом случае интересы
предприятий (игроков), направленные на максимизацию выи-
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грыша, вступают в противоречие с требованием сохранения до-
пустимого уровня загрязнения. Поэтому с помощью увеличения
размеров штрафов необходимо добиться выполнения условия
(3.30).

Будем предполагать, что оптимальная траектория и опти-
мальное управление существуют, и рассмотрим дифференци-
альную игру в форме характеристической функции v(S,lo,<fo)-
Обозначим E(t0, ?о) = {£= (ii. I2, - . in) 'li>v({i}, t0, q0) для
всех i'e/, У, i = v{l, t0, qo)} —множество всех реализуемых в

игре Г (t0, q0) дележей. Под решением кооперативной игры бу-
дем понимать подмножество M(t0, qo) множества E(t0, q0), опре-
деляемое в зависимости от выбранного принципа оптималь-
ности.

Допустим, что игроки договорились о реализации определен-
ного дележа в условиях характеристической функции v и плата
игрокам происходит непрерывно во времени. В связи с этим
встает вопрос о том, какова «устойчивая» доля, которую дол-
жен получить игрок к моменту /, чтобы в течение всей игры он
не отклонялся от принятого соглашения.

Пусть_<7(/, х, у, г) — оптимальная траектория в игре Y(tQ, q0),
a F(t, q(t, х, у, г)), / 0 ^ < Х — текущая игра с решением
M(t, q(t, х, у, z))<=.E(t, q~(t, х, у, z)), где

E(t. f(t, х, у, z))-ft- (6,, Ь,.... in):li>v({i), t, q~(t, x, у, z))

для всех i<=/, >J \i = v(l, t,q(l, x, у, г))}. Здесь через v(I,t,
_ i e l

q(t, x, у, г))_ обозначена характеристическая функция текущей
игры r(t,q(t,x,y,z)). Предположим, что M(.t, q(t,x, у,г))Ф0
для всех t^[t0, T].

О п р е д е л е н и е 15. Дележ |еЛ1(/0,£о) будем называть
динамически устойчивым вдоль траектории q(t,x,y,z), если для
любого t^[to,T] найдется_ непустое подмножество M'(t,
q(t, x, у, z)) множества M(t, q(t, x, y,z)), такое, что

|е={а(0 +M'(t. q~(t, х, у, z))}=M(l0, qo),
где a(t) — вектор выигрышей, полученных игроками к момен-
ту U u(t)+M'(t,'q(t,x,y,z)) — множество всех векторов ви-
да a(t) +у, где yf=M'(t, q(t, x, у, z)).

Решение кооперативной игры будем называть динамически
устойчивым, если динамически устойчивы все входящие в него
дележи.

Понятие динамической устойчивости в неантагонистнческих
дифференциальных играх было впервые введено в работе [36].
Динамическая устойчивость решения кооперативной дифферен-
циальной игры означает, что к любому моменту t^.[t0, T] каж-

101



дый игрок должен получить такой выигрыш a(t), чтобы остав-
шаяся часть дележа % — a(i) была оптимальным дележом в те-
кущей игре T(t, q(t, х, у, z)). Динамически устойчивые решения
обладают тем важным свойством, что достигнутая между игро-
ками в начальный момент времени договоренность о выборе
дележа не нарушается в процессе игры, если, конечно, игроки
не отклоняются от выбранного принципа оптимальности. В
дальнейшем мы будем предполагать, что игроки на протяжении
игры не отклоняются от выбранного принципа оптимальности.

Представим накопленный выигрыш, который получают игро-
ки к моменту времени / на отрезке [t0, <]. в виде

«.(0= f hi(ut(T))dx—fa(t) 2 / f ct(x. у, z)!j(x, х, у, г) dQdx.
h /e/ '„ s

(3.31)
где функции Pi(0 для всех t^[t0, T] удовлетворяют условиям

ш, 2 Р<(0 = 1-

Выбор функций PifO имеет важное значение, поскольку позво-
ляет регулировать величину выигрышей, получаемых игроками
к моменту t, и, следовательно, способствовать обеспечению ди-
намической устойчивости решений. В дальнейшем мы покажем,
каким условиям должны удовлетворять функции pi(0. чтобы
решения игры были динамически устойчивы.

Исследуем понятие динамической устойчивости решений
кооперативной игры v(S, t0, qo) на примере С-ядра. _

О п р е д е л е н и е 16. С-ядром текущей игры T(t, q(t, x, у, г))
будем называть множество дележей

C(l, q~(t, х, у, z)) = {V = (6 / 1-1 ) <=E(t, f(t, х, у, г)):

2 l/ >v(S,t,q(t>Xjy,z),S^J)}.
itsS

Пусть выигрыши a(t), получаемые игроками к моменту t, опре-
деляются согласно (3.31). Рассмотрим вопрос о том, каким
условиям должны удовлетворять функции fii(t), чтобы С-ядро
игры Г(70. Qo) было динамически устойчивым. Распорядимся
вектором р(0 таким образом, чтобы §—a(t)^C(t, q(t,x, у, z)).
Это означает, что (см. § 1)

2 h- S <m(t)>v(S, t, ~q~(l, x, у, z)), Sczl;
/S iS

2 S,— 2 m(t) - v(I. t, q~(t, x. у, г)).
is/ /S/

Учитывая, что

2
получим
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2 ai(t)^v(I, t0, qo)-v(f\S, t0, qo)-v(S, t, q(t, x, y, z)),

ИЛИ

2 P.(0 2 / f crfx, y, z)~q(t, x, y, z) dQdx^v(I, to,4o)-
ieS j<=I U s

- 0 ( 7 V s » 'o> qo)-v(S, t~q(t, x, y, z))- E / fii(u~(x))dt.

Окончательно перепишем неравенство в виде

Е Vi(t)Xv(I \S, to, qo)-v(S, Cq(t, X, у, z))-v(I, t0, q0) +
i<=S

+ S I hi(ui(x)) dx)l S / f ci(x)y,z)'q(x,x,y,z) dQdx.

Заметим, что в каждый момент должно выполняться равенство

Е m(t) = v{I, t0, qo,)—v( I, t, q~(t, x, y, 2)) =

= - E { f ct(x, у, г) q(t, x, y, z)dQdi+ S /А»(ш(т))<**,
is/ '0 - . ie/ '0

и, следовательно (см. (3.31)), E рг(/) = 1.
ie/

Таким образом, справедлива следующая теорема.
Теорема 11. Для того чтобы С-ядро C(t0, qo) в игре Г ( ^ <7о)

с характеристической функцией v(S, t0, q0) было динамически
устойчивым, необходимо, чтобы для каждого дележа | е С ( / о . qo)
существовала вектор-функция Р(<), такая, что

h= jThi(ui(v))dx-Pi(T) E {\ а(х, у, z) д~(х, х, у, z)dQdx, ie/,

и для любого <е(*о. У] выполнялись условия:
1) для всех S s /

/о, <7o)-f(/, <o, <7o.) + (S, /, ~q{t, x, у,

+ Е f hi(ui(x))dx)l E / J1 ci(x, y,7)^(t, лс, у, z)dQdx;

2) E р,(0 = 1, 0<р4(0<1.
is/

Теорема 11 дает нам необходимые условия динамической
устойчивости С-ядра рассматриваемой игры.

Предположим, что существует вектор-функция р(<), такая,
что для всех S s / , t^[lo, T]

Е Pi(O>(u(S, /, 9(<, -V, у, £))-v(S, /о, Ы +
S
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+ E ihi{Ui(x))dx)l E f la(x, y,z)q{x, x, y, z)dQdx,
ieS '« i s/ 'О

 2

/e=/
Тогда __

, <0, <7o)-y(S, <, q(t, x, y, z)).

Поскольку I = ( | i , g2 In) принадлежит ядру игры T(t0, q0),
т. e. 2 |,->y(5, t0, Чо), Sal, то приходим к неравенству

iS
£ | ( - S u , ( 0 > f ( ^ t, q~(t, x, y , z ) ) .

/eS i<=S

Следовательно, %-u(t)^C(t, ~q(t, x, y, z)).
Теорема 12. Если для каждого §еС(/ 0 , ?о) существует век-

тор-функция P(0i такая, что

?,= fhi(u'i(x))dx-fii(T) Е / /сДл, у, г)<7Тт, А-, //, 2)rffidT>

и для любого f e (/о. Т') выполнены условия
Е Pi (О >(О ( S ' '• l i t Х,У. Z))-V (S, t0, Яо) +

isS

+ E [hi(iTi(x))dx)l E / /C i(.r, y, 2)7(t, x, y, z)dudx, Sczl;

то С-ядро динамически устойчиво в игре Г(^о. <7о) с характерис-
тической функцией v(S, to, qo).

§ 7. ДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ
МОДЕЛЬ ОБЪЕДИНЕНИЯ УСИЛИЙ ПРИ ПРОВЕДЕНИИ

ПРИРОДООХРАННЫХ МЕРОПРИЯТИЙ

Пусть объем капиталовложений, выделяемых предприятия-
ми для проведения в течение планируемого периода [О, Т] ме-
роприятий по снижению уровня загрязнения, определяется век-
тором w = (wu w2 wn), где Wi — объем капиталовложе-
ний, выделяемых предприятием /. Также известно, что в год
/ (/=1, 2 Т) этот объем составляет величину Wu^O. Очевид-
но, Е wu=Wi. Каждому предприятию планируется .снижение.

выброса в течение периода [О, Т] на величину Axt. Между пла-
новым заданием на снижение выброса и выделяемым объемом
капиталовложений существует связь, а именно Wi = Axi/yu
t = l . 2 н.
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Определение плановых заданий по снижению выбросов обус-
ловлено необходимостью снижения уровня загрязнения в эко-
логически значимых зонах Qi, Й2> •••. fim, расположенных на
территории региона. Предположим, что для каждой из зон та-
кое снижение задается величиной Д</,. При этом величины

* и {АХ{} связаны уравнением
п
5J CjiAXi, Cj<i^>0, /'== 1, ... , П.

Будем считать, что предприятиям предоставлена возмож-
ность объединить свои усилия при проведении мероприятий по
снижению уровня загрязнения с целью достижения планируе-
мого уровня загрязнения в зонах Qj при меньших затратах,
а часть капиталовложений, высвободившихся в результате объе-
динения усилий, распределить между собой в виде премии.

Пусть группа предприятий S имеет возможность осущест-
вить совместно некоторую совокупность мероприятий, направ-
ленных на снижение уровня загрязнения, которую мы обозна-
чим через Rs; af > 0 — объем капиталовложений, необходимых
для осуществления группой S мероприятия k^Rs за счет капи-
таловложений w(S)= E Wi\ \ifk > 0 — коэффициент, характе-

ризующий сокращение выброса предприятия / e S на единицу
капиталовложений при проведении мероприятия keRs в усло-
виях коопераций предприятий из S (снижение выброса считает-
ся прямо пропорциональным объему капиталовложений, на-
правляемых на проведение мероприятия).

Предположим, что для любых Q c / и Fczl, таких, что

t (3.32)

для 6' п S', таких, что S s S ' s / , справедливо

(3.33)

?.% as

k < |xf as

k , Лея*, i^S, (3.35)

и для любого i e /

^ - ( 3- 3 6)

Условие (3.33) означает, что большая коалиция обладает
большими возможностями по проведению совместных меропри-
ятий. Условие (3.34) означает, что если мероприятие k прово-
дится большей коалицией, то требуется меньший объем капи-
таловложении. Естественно также предположить, что большая
коалиция может более эффективно использовать капиталовло-

105



жения за счет внутренних организационных резервов. Это отра-
жено в условии (3.35).

Условие (3.36) означает, что каждое предприятие, действуя
изолированно, выбирает мероприятие для снижения уровня за-
грязнения, требующее минимальных затрат.

Пусть Aqs = Е с̂ Ллг,- — доля группы предприятий 5 в сни-

жении уровня загрязнения в зоне Q;, a Aq s = (Aq^ , Aq^ , ...
..., Aqs

m ) — вектор, характеризующий планируемый вклад этой
группы в снижение уровня загрязнения во всех экологически
значимых зонах. Введем в рассмотрение функцию v(S), S s / :

J (S)=min S a* yk (3.37)

при условии
S E с„ц%а5

к yk>Aq,s. j= 1,2, ..., m; (3.38)

где J/h принимает значения 0 или 1. Предположим, что выделен-
ные капиталовложения до,- должны быть такими, чтобы суще-
ствовало по крайней мере одно допустимое решение задачи
(3.38). Функция v(S) характеризует минимальные затраты
группы предприятий 5 на достижение планируемого снижения
уровня загрязнения A<\s и обладает следующим свойством:

0. (3.39)
Действительно, возьмем любые непересекающиеся группы пред-
приятий Qc=/, Fczl. Пусть yQ и yF есть решения задачи
(3.37), (3.38) при S, равном соответственно Q и F. Обозначим
через PQ множество мероприятий, проводимых группой предприя-
тий Q для достижения планируемого снижения уровня загряз-
нения Дя^при минимальных затратах, т. е. PQ={k^RQ:yQ =1}.

Аналогично P*'={keRF:y£ =1} . Учитывая (3.34), имеем

k

А-еЯ« k<=PF

Отсюда в силу (3.32) получаем

к k

Используя свойства (3.32) и (3.35), приходим к следующим
неравенствам:

а?
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Е £ стГ" аГ' + £ £
Q В Г , v, у, QV Г QV F

Q V F n Q v f

ana k

Таким образом:
Б E c.,,,1 % aQ

k + E E

E см?' <" ,/- l ,2 , . . . ,w.
QUF

Пусть ^ U i ? есть решение задачи (3.37) —(3.38) при S = Q|J/7. По-
скольку

Е Е с.иц1а*>Ад* S Е с,,ц F ar

k

AqJvr =^J +AqF , i- 1,2, ..., m,

то с учетом (3.40) имеем

E E C}IVL^' ar*>L\q*VF , / - 1 , 2, ..., m.

Отсюда, учитывая, что PQ[}PFc^RQVF, получаем

E a, g U f у ? и ' < Е

и окончательно

= E a? + S af

Таким образом, справедливость (3.39) доказана. Так как
Yt= т а х ц ^ 1 , то Wi = v({i)). Из (3.39) следует, что

. < E v{{i})= E ш,.
is5 ie=S

Отсюда заключаем, что (3.38) также справедливо.
Предположим, что все предприятия объединяют свои уси-

лия и проводят множество мероприятий P'^R1, которые обес-
печивают в условиях кооперации достижение планируемого
снижения уровня загрязнения Д<7; (/=1, 2, ..., т) при наимень-
ших затратах. Объем капиталовложений, который необходимо
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выделить для проведения мероприятия k^P1, равен a'k . Если
в 1-й год для проведения мероприятия /геР 1 выделяется а'м
рублей капиталовложений, то к концу 1-го года произойдет сни-
жение уровня загрязнения в зоне Qj за счет предприятий S на
величину

S k P ' < • !
н ik Е

ieS keP' <•=!

Определим функцию y(S, /) следующим образом:

~v{S, /)=min E a f ' //fc

при условии

1' af''^1' a f ' ' > A < 7 / - Д 9?/ , 1 = 1 2 , - . m ,

где У?^—набор мероприятий, которые может осуществить

группа-предприятий S за период [/+1, Г]; ^ ' ' — коэффициент,
характеризующий снижение выброса предприятия t e S при
вложении в мероприятие k^Rs

{ единичного объема капитало-
вложений в условиях кооперации предприятий из S в течение
периода [/+1, Т]; af —объем капиталовложений, который
необходимо выделить группе предприятий 5 для осуществления
мероприятия k^Rs

t в течение периода [/+1, Т].
Предположим, что для любого /= 1, 2 Т выполне-

ны условия, аналогичные (3.34), (3.35), тогда, очевидно,
Г(<?, l)+v\F, l)>v~(Q[)F, I), Q H / r = 0 .

О п р е д е л е н и е 17. План распределения капиталовложе-
ний по годам {ar

kl }^ер/ (/= 1, 2 7") будем называть допус-
тимым, если

S а' < £ wilt / = 1 , 2 Т; L а'кг - a'k , keP*.

Пусть выбран допустимый план распределения капитало-
вложений {a'kl}, £«=/", / = 1 , 2 Т.

Неизрасходованная часть капиталовложений, которая мо-
жет быть распределена между предприятиями в виде премии,
равна £ до,- — Е л / .

Для определения принципов премирования построим теоре-
тико-игровую модель, в которой игроками являются предприя-
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тия. Характеристическую функцию соответствующей коопера-
тивной игры п лиц запишем в виде v(S)= 2 wt—v(S), S^I.

Поскольку v(I)~ 2 a[ , то У ( / ) = 2 ад,— 2

Таким образом, дележу в кооперативной игре подлежит весь
объем неизрасходованных капиталовложений. Премия накапли-
вается постепенно и к концу года / составляет величину

2 I 2 ДО,-,.— 2 а ) . Предположим, что премия, посту-
r=i \teS кеР' kr I\
пающая каждый год, целиком подлежит распределению. Здесь
возникает вопрос, как распределить премии на всем интервале
времени [ta, T], чтобы игроки согласились участвовать в общей
коалиции / и не создавали никаких подкоалиций, и как распре-
делять премию по годам, чтобы ни один из игроков не отказал-
ся от намеченного соглашения действовать совместно.

Хорошим распределением премии может быть, например,
такое распределение, при котором дележ принадлежит С-ядру
игры, определенной на отрезке [О, Т].

Рассмотрим в качестве решения игры С-ядро, и пусть
s~( l i . 1г. .... In)—некоторый дележ из С-ядра. Выбранный
дележ должен удовлетворять неравенствам

2 b>v(S), 2 | , = о ( / ) = Е Wi- 2 a[
/eS /e/ /e/ tP'

где %i представляет собой премию, которую получает предприя-
тие за весь период [О, Т].

Однако теперь, чтобы определить размер премии по годам,
гарантирующий сохранение соглашения действовать совместно,
необходимо так распределять премию каждый год, чтобы оста-
ток премии принадлежал С-ядру текущей игры. Поэтому пред-
положим, что С-ядро непусто вдоль выбранного плана {а'к1},
и рассмотрим вопрос о его динамической устойчивости.

Характеристическую функцию текущей игры запишем в виде

v(S. 0 = 2 2 аи,—7»(S,/).
r-l+i ie=S

— т —

Поскольку v(I, /) = 2 2 акг, то

r=l+i i e5

v(I, / ) = £ ( 2 Wil- 2 Ъ
Следовательно, дележу в текущей игре подлежит та часть пре-
мии, которая поступит в течение периода [/-fl, T].

Заметим, что v(S, 0)=v(S). Обозначим через а,(/) накоп-
ленный выигрыш, который игрок получаст к концу года /. Пред-
положим, что «,(/) определяется по формуле
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«.(') = P.О £ ( £ wh- £ a'A . "
r~\ Vis/ / JS / " ./ (3.41)

ГДС

£ p ( ( / ) = l , / = 1 , 2 T, 0 < p , ( / ) < l , i = l , 2, . . . , n . (3.42)
IS/

Выбранный дележ 1 будет динамически устойчивым элементом
ядра, если для любого / дележ £'= (£ i -a i ( / ) , ..., g n - a n ( 0 ) бу-
дет принадлежать С-ядру текущей игры v{S, /), т. е. будут вы-
полнены условия

(3.43)
£ (li-m{l))>v(S, I), 5c/, (3.44)
i<=S

£ ( |1-a,( /))=y(/ , / )= I I £ ш,>- £ a^") . (3.45)

В силу (3.41) и (3.42) условие (3.45) выполняется. Подставим
выражение для а,(/) из (3.41) в (3.44) и получим условие для
функций pi(/):

l , i ( S , /)

Таким образом, если удастся подобрать для каждого дележа из
С-ядра вектор-функцию р(/), удовлетворяющую условиям
(3.41), (3.42) и (3.46), то С-ядро будет динамически устойчи-
вым в кооперативной игре с характеристической функцией v.

Динамическая устойчивость решения игры означает, что су-
ществует возможность таким образом премировать предприя-
тия, чтобы они были заинтересованы в осуществлении намечен-
ного плана совместных мероприятий в течение всего периода.

по



Г л а в а 4
ИЕРАРХИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

УПРАВЛЕНИЯ РАЗВИТИЕМ

1. ОСНОВНЫЕ И СОПУТСТВУЮЩИЕ КОМПОНЕНТЫ
РАЗВИТИЯ ЗАМКНУТЫХ ЭКОСИСТЕМ

При построении динамических моделей развития даже срав-
нительно небольших экологически замкнутых регионов возни-
кает необходимость учета сложных взаимосвязей компонент мо-
дели, оказывающих действенное влияние на реализацию альтер-
натив развития и достижения поставленных целей. Внутренние
межкомпонентные связи могут быть описаны с помощью ко-
нечного графа Г= (Z, Г) (см. [3]), вершинами которого слу-
жат компоненты модели. На графе межкомпонентных связей Г
целесообразно выделить основные компоненты модели развития,
которые могут непосредственно управляться извне путем выде-
ления дополнительных ресурсов и капиталовложений, и сопут-
ствующие компоненты, состояние которых однозначно определя-
ется состоянием основных компонент. При моделировании такой
сложной системы необходимо иметь в виду, что развитие основ-
ных компонент может управляться относительно независимыми
сторонами, имеющими свои собственные цели, не всегда совпа-
дающие с общими целями развития региона. Это приводит к
необходимости исследования иерархического графа Г межком-
понентных связей с определением ограничений, накладываемых
компонентами системы друг на друга, формулировкой общей
цели развития и подцелей развития для каждой из основных
компонент. Математическими моделями функционирования
иерархических систем управления с учетом несовпадающих
интересов компонент системы являются иерархические игры.

Поясним высказанные положения на хорошо известном в
научной литературе примере (см. [49]) развития высокогорной
деревни Обергурль (Австрия). Находясь на высоте 2000 м над
уровнем моря, она привлекает к себе постоянно увеличивающий-
ся поток туристов как зимой, так и летом. К 70-м годам стали
проявляться первые признаки экологических последствий бур-
ного развития вследствие строительства гостиниц и подъемни-
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ков, резкого увеличения числа людей и транспортных потоков
в деревне и ее окрестностях. В настоящее время стала реальной
опасность того, что туристы перестанут посещать деревню, по-
скольку она потеряет для них всякую привлекательность.

Ограничивающим фактором развития туризма является не-
хватка площадей под строительство новых гостиниц и недоста-
ток безопасных от снежных лапин площадей. По инициативе
национального комитета Австрии по МАБ Обергурль была вы-
брана в качестве объекта для интенсивных исследований. При
тесном взаимодействии ученых разных специальностей: метео-
рологов, ботаников, зоологов, микробиологов, географов, эко-
номистов, социологов и даже антропологов были разработаны
различные динамические модели развития Обергурль. Здесь мы
не будем касаться подробно описания этих моделей, поскольку
использованный при их исследовании математический аппарат
был достаточно простым. Нас интересует граф связей важней-
ших компонент, которые следует учитывать при планировании
сбалансированного развития. Такой граф приведен в [49] и
там же качественно проанализированы неожиданные воздейст-
вия, которые может оказать изменение одной из компонент
графа на другие. Вместе с тем в [49] нет разбиения компонент
на основные и сопутствующие.

Пусть общий конечный граф (Z, Г) определяет взаимосвязь
компонент замкнутой экологической системы [3]. Узлы z e Z
представляют собой компоненты, а отображение Г определяет
зависимость компонент между собой.

Предположим, что множество Z разбито на два подмножест-
ва X, Y (X\jY=Z, X[)Y=0) основных управляемых извне ком-
понент (X) и сопутствующих компонент (Y). Перенумеруем
компоненты множества X индексами / = 1 , ..., т, а компоненты
множества Y — индексами / = 1 , ..., п. Количественное состоя-
ние компоненты i^X определяется вектором х*е/?п, количест-
венное состояние компоненты / е У — вектором у->е/?".

Введем следующие обозначения:

хг-чл ={х*:Ле=г-1(/)}, уг-чл -{у*:*еГ-»(/)>.

т. е. х г 'У) , уг"1('> —векторы, координаты которых представ-
ляют собой количественные состояния компонент из мно-
жеств T~l(j)f[X и T~l(j)f\Y соответственно.

Обозначения h ;[x r '</), у г '<'»], f,[x г~чо , у г цп ] ? „ .[ х г чо,
у г чо ] будем использовать для выражения зависимостей соот-
ветствующих функций от количественных состояний компонент
из множеств Г~'(0, Г~'(/)- Предположим, что можно определить
балансовые соотношения

уЮ-ЬДх г-чл, уг-чл ], / е у ; Х ' = М[ х г-чо , у Г -чо ], „.},

где h;, f,- — вещественные вектор-функции с размерностью п:
и,- — управляющий параметр из множества
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структура которого определяется количественными состояниями
компонент, оказывающих влияние на изменения компоненты х1'.
С каждой компонентой i^X свяжем выигрыш стороны, заинте-
ресованной в развитии этой компоненты и имеющей возмож-
ность с помощью выбора управления и4с£/<[хг"1<«> , у г~'<;> ]
влиять на процесс развития. Этот выигрыш, вообще говоря,
определяется не только количественным состоянием компонен-
ты /, но и других компонент. Обозначим его через Я,(х, у), где
наборы векторов х={х', feX}, y={y j, j^Y} определяют коли-
чественные состояния всей системы. Поскольку состояния х, у
зависят от выбора управления u,-, i^X, всеми сторонами, заин-
тересованными в развитии компонент i^X, то можно опреде-
лить новый выигрыш для Mi по формуле

Af((u, и„)«Я,(х, у), /€=*, (4.1)

где х, у — количественные состояния, реализовавшиеся при вы-
боре управления ibet/ifx1"'1'1') , уг~'«> ]

Таким образом, мы имеем иерархическую игру т лиц (сто-
рон, заинтересованных в развитии основных компонент iX
1=1, ..., т) с множествами стратегий

и функциями выигрыша, определенными по формуле (4.1).
Построенная игра отличается от классических некооператив-

ных игр в нормальной форме, рассмотренных в предыдущих
главах. Ее особенность заключается в том, что множества стра-
тегий игроков t/i[x r i(') , уг-1(О ] зависят от количественных
состояний компонент, влияющих на компоненту i, а следова-
тельно, и от выборов других игроков i 'eX, 1фС, влияющих на
изменение состояний компонент из множества Г~' (t). Следова-
тельно, здесь нельзя говорить о том, что игроки выбирают свои
стратегии одновременно и независимо друг от друга, так как
выбор может привести к возникновению противоречивых ситуа-
ций. Действительно, для выбора своей стратегии ut игрок i дол-
жен знать множество C/jfx1""1*'* , уг"'<" ], а следовательно, ко-
личественные состояния х г"' ( ( ), y r ' ( l ) , определяемые страте-
гиями соответствующих игроков. Это возможно при конкрети-
зации информационной структуры между различными основны-
ми компонентами иерархической системы, определяемой поряд-
ком очередности выборов стратегий игроками. Более подробно
мы рассмотрим этот вопрос при анализе конкретных иерархиче-
ских игр.

Изучение оптимального поведения в иерархических играх
представляет собой достаточно серьезную проблему и может быть
предметом специального рассмотрения. В последующих пара-
графах данной главы мы исследуем некоторые простейшие
иерархические игры — древовидные игры и варианты игр ром-
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бовидной структуры — с целью иллюстрации возможностей по-
строения принципов оптимального поведения в иерархических
системах (см. [53, 55]).

Заметим также, что в том случае, когда управления
Uief/,[xr''W , yr"'W ] для всех i^X могут выбираться одним
управляющим центром, мы имеем многокритериальную оптими-
зационную задачу с векторным критерием M={Afi Мт),
рассматриваемую в следующей главе.

§ 2. ДРЕВОВИДНЫЕ ИЕРАРХИЧЕСКИЕ ИГРЫ

Игры, рассматриваемые в данной главе, являются моделями
конфликтно управляемых систем с иерархической структурой,
т. е. систем управления со сложной структурой, представляю-
щей собой последовательность уровней управления, следующих
друг за другом в порядке определенного приоритета.

Первой работой, в которой систематически исследовались
математические модели иерархических структур управления и
анализировались преимущества, получаемые от применения
иерархического подхода в различных случаях, является, по-ви-
димому, работа [28]. Необходимость учета несовпадения инте-
ресов компонент управляемой системы, наличия неопределен-
ных факторов и различной степени информированности на раз-
ных уровнях является в достаточной степени признанной среди
специалистов по исследованию операций и экономистов. В на-
стоящее время существуют различные подходы к исследованию
подобных задач, среди которых особое место занимает инфор-
мационная теория иерархических систем. Основы этой теории
были заложены Н. Н. Моисеевым в середине 60-х годов [6,

28—30]. Кроме того, в последнее
время появился ряд работ, по-
священных иерархическим моде-
лям принятия решений в различ-
ных областях практики ([6, 8,
52] и др.).

В математической постановке
иерархические системы обычно
классифицируются по числу
уровней и по характеру верти-
кальных связей. Простейшей из

Рис. 10. них является двухуровневая сис-
тема (рис. 10).

Управляющий (координирующий) центр Ао, находящийся на
первом уровне иерархии, выбирает вектор u = ( u i , ..., u n ) из
заданного множества управлений U, щ — управляющее воздей-
ствие центра на подчиненное ему подразделение Bit находящееся
на втором уровне иерархии. В свою очередь, Bt, i= I, ..., п, вы-
бирают управления v,el/i(u), где U{(u) —множество управле-
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ний подразделения Bit предопределенное управлением центра Ло.
Таким образом, управляющий центр имеет право первого хода
и может ограничивать возможности подчиненных ему подразде-
лений, направляя их действия в нужное русло. Цель центра Ло

заключается в максимизации некоторого функционала ho(u, Vi,...
..., v n ) , а подразделения ВГ обладают собственными целями:
hi(nit vO-*-max, i=\, ..., п.

Vi

Примером двухуровневой системы может служить задача
распределения ресурсов административным центром экологи-
чески замкнутого региона между подчиненными ему производ-
ственными подразделениями. Очевидно, что условия производ-
ства в каждом подразделении, вообще говоря, различны. Раз-
личными являются также выигрыши, связанные с выпуском
окончательной продукции, для каждого подразделения и адми-
нистративного центра. Задача заключается в построении в не-
котором смысле оптимальной производственной программы для
производственных подразделений и оптимального плана распре-
деления ресурсов административным центром.

Формализуем задачу как бескоалиционную игру я + 1 лиц —
административного центра Ло и производственных подразделе-
ний Bi Вп.

Игрок Ло выбирает систему из п векторов и = (щ, ..., u n ) ,
п

u^O, u,e/?', £= 1 я, 2 u,^b, b^O. Вектор и; будем интер-
i-i

претировать как набор ресурсов I наименований, выделяемых
центром Ло для i-ro производственного подразделения. Каждый
из игроков Вь зная выбор Ло, выбирает вектор у*е/? т из мно-
жества векторов, стесненных ограничениями

vidj^ui + ctt, У 4 > 0 . (4.2)

Вектор v,- интерпретируется как производственная программа
1-го производственного подразделения по различным видам про-
дукции; Ai — производственная или технологическая матрица
i-ro производственного подразделения ( Л ^ О ) ; щ — вектор на-
личных ресурсов J-ГО производственного подразделения (<х,-^0).

Определим функции выигрышей. Для игрока Ло она пола-
гается равной

u), .... v n ( u ) ) = S (а,-у*(и)), а { >0, ene=Rl, /=1 я
/I

где и = (и,, ..., и„) — стратегия игрока Ло; Vj(Uj) — стратегия
игрока Bi, удовлетворяющая условию (4.2) (производственная
программа Bt зависит от ресурса uit выделяемого ему центром
Ло, поэтому его стратегия есть функция от параметра Uj или в
общем случае от u); ai — вектор выигрышей центра Ло от про-
дукции, выпускаемой i-м производственным подразделением;
( ( ) ) с к а л я р н о е произведение векторов а< и ( )

8* 115



Функция выигрыша игроков Bi ( i = l , .... п) полагается равной
Ji(u, v,(u), .... У„(и)) = (с,у<(и)), с,>0, c,e=tf', i = l , .... п,

где Cj — вектор выигрышей fi,- от различных видов своей про-
дукции.

Каждый из игроков стремится максимизировать свой выиг-
рыш. Заметим, что игроки Bi, £= 1, ..., п, выбирают свои произ-
водственные программы в зависимости от стратегии игрока Ао.

Рассматриваемая игра является игрой с полной информа-
цией, поэтому, согласно теореме Цермело [24], в ней сущест-
вует ситуация равновесия в чистых стратегиях. Найдем ситуа-
цию равновесия в этой игре. Пусть v* (u) — решение задачи
параметрического программирования (здесь параметром явля-
ется вектор и)

Vi

а и * = (и* , ..., и \ ) — решение задачи*

max Е (ajV,*(u)),
И 1 - 1

л
E u,<b, ш>0, i= 1 п. (4.3)
i-i

Задача (4.3) является задачей нелинейного программирования
с существенно разрывной целевой функцией (максимизация ве-
дется по u, a v* (и) — вообще говоря, разрывная функция пара-
метра и).

Покажем, что точка (и*, v* (и), ..., v* (и)) является ситуа-
цией равновесия в нашей игре. Действительно,

л

для всех i— 1, ..., п

/ /А * * / \ v *

1 I Ц V I U 1 V ( U l l т*~ С *V I U 1 *^^*С* • V * III ^ I ^ s

7 / # * / \ * / \ * *

Таким образом, никому из игроков Ло, Ви ..., б„ невыгодно
в одностороннем порядке отклоняться от ситуации (u*, v | (и),...

* Здесь и в дальнейшем в этой главе мы будем предполагать для про-
стоты, что все max и min достигаются.
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..., v* (u)), т. е. она является равновесной. Эта ситуация так-
же устойчива против отклонения от нее коалиции игроков
Sc{fib .... В„). Действительно, пусть S = {fi, Btq} —
произвольная группа игроков (без центра Ао). Для каждого
Bih e S и любой стратегии vI/t (u), k=\, ..., q, имеем

/i»(« ' .V | («)• •••> V n (и)) = (с,л v* s ( и * ) ) > ( с , й v , t ( u * ) ) =

= 4 (u*,v; (u) v; f c _,(u),v, t (u),v*,, + i (u) v ; ( u ) ) =

= /( f t (u*. v* (u), ..., v * ^ (u), vi, (u) v th (u) v,f (u),

следовательно, групповое отклонение от ситуации равновесия
невыгодно ни для одного из игроков В\, ..., В„.

Рассмотрим кооперативный вариант предыдущей задачи.
Исходя из содержательного смысла задачи и используя страте-
гии, образующие равновесия по Нэшу, для каждой коалиции Л
определим ее гарантированный доход:

О, если S = {i40},

В„}, ( 4 4 )2 c,v;(0), если
/e=S

ue{u:
t* (u), если S=>{i40>,l

где v ! (u) (j= 1, ..., n)—решение задачи параметрического
программирования

V,

n.
Равенство (4.4) справедливо, поскольку коалиция {В\, ...

... ,Вп} может добиться получения нулевого выигрыша игроком
Ао, выбирая все Vj = 0, i= I, ..., п, поскольку игрок Ао всегда
может гарантировать для S выигрыш не более 2 CjV* (0),

feS '
выделяя каждому i e 5 нулевой ресурс, поскольку коалиция S,
содержащая в своем составе Ао, всегда может обеспечить рас-
пределение^ всег_о ресурса Ь только между своими членами

Пусть u s = (u j S , ..., и s

n ) — решение задачи нелинейного про-

граммирования (4.4), для i: 0). При S={A0, В„ ...
- , Вп) распределение u s будем обозначать через и.

Пусть ScK, b^O, тогда
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biV*. (us) (&< =

т. е. распределение ресурсов (согласно (4.4)) на большее коли-
чество предприятий выгоднее.

IlycTb_S, Rcz{A0, Bu ..., Вп) и S(]R==0. Тогда из /40e=S сле-
дует A0^R. Принимая во внимание наше предположение и
условия а 4 >0, c t >0, v f >0, i=\, ..., п, имеем

( ) ; (uSVR)>
i:BteS\lR

u" E
i:B,eS

+ E (ai+cf)v; (0)
i:BteR

V(R)+ E a i V ;
ieR

где Г: a<v * ( 0 ) ^ 0 — прибыль центра Ао от «нефинансируе-

мых» предприятий. Определив супер аддитивную функцию V, мы
можем рассмотреть кооперативную игру <С{Л0, Вь —, Bn} V>
в форме характеристической функции V.

Рассмотрим (п + 1) -вектор

1= (£ a , v ; (iT), c l V ; (и"),..., c n v ; ( S ) ) . (4.5)

j v ; (0) =

то вектор | = (got li, •••, in), определенный равенством (4.5),
является дележом. Напомним условие принадлежности дележа
С-ядру. Согласно теореме 1 главы 3 необходимым условием
принадлежности дележа (|о, | ь ..., In) С-ядру является выпол-
нение неравенства

£ b>V(S) (*)
ieS

для всех коалиций Scz{i40, Ви ..., В,,}.
Выведем условие, при котором дележ | принадлежит С-ядру.

Когда S={i40} и Scr{Bi, ... ,В»), условие (*) выполнено, так как
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п
2) Б о - S

i-i
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t - l ' "
( u ) = E



о = Е

E g , - E c i V ; ( п ) > E C iv* (O)-V(S).

Когда Sr>{/40}, условие (*) переписывается в виде

Е a,v * (п) f S cjv' (п) = S afv ! (u) +
> - l i:Bi<=S i:Bi<=S

+ S Civ* (п)+ S _ a i v ' ( u ) > E (аг + с4)у; (us).
i:flsS rSsS i:B&S

Следовательно, условие принадлежности дележа (4.5) С-ядру
для всех Sz3{yio} имеет вид

Е _ ajvj ( п ) > Е (ai + c,)[v; (пв)-у* (п)].

Смысл этого неравенства следующий: административный
центр Ло получает больший выигрыш от подключения к работе
новых предприятий по сравнению с использованием только мно-
жества S, даже в том случае, если бы всю прибыль от предостав-
ления дополнительных ресурсов предприятия группы S отдавали
непосредственно игроку AQ. Заметим, что в данном случае мы
определили характеристическую функцию игры через вы-
игрыш в ситуации равновесия по Нэшу. Величина V(N) =

п t

max Е (а; + с*)у . (и), вообще говоря, меньше максимального
и (=1 '

суммарного выигрыша всех игроков

max max J E (aft+c;i)Vft
." vjteBfc(uii)= l*-i I

(в этом отличие от принятого определения характеристической
функции).

Построим теперь характеристическую функцию игры обыч-
ным способом как значение антагонистической игры между
этой коалицией и коалицией остальных игроков S'. Строя ха-
рактеристическую функцию таким образом, мы при этом не-
сколько обобщим предыдущую задачу, введя в рассмотрение
произвольные функции выигрышей для участников игры.

Как и раньше, центр Ао распределяет ресурсы между произ-
водственными подразделениями В\, —, Вп, которые используют
их для производства продукции. Выигрыши управляющего цент-
ра /40, и производственных подразделений Ви ..., Вп зависят от
производимой продукции.

Вектор ресурсов, имеющийся в распоряжении цент-
ра Ао, обозначим через Ь. Центр (игрок) Ао выбирает систему
из п векторов и= (и ь ..., и„) из множества
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t /={u = u b ..., u n ) :uA>0, uAe=/?', £ uh<ft, /c= 1 n}.

Здесь us интерпретируется как вектор ресурса, выделяемый
центром Ло производственному подразделению Bh. Возможнос-
ти Bk определяются этим ресурсом, т. е. предприятие (игрок)
Bk выбирает свою производственную программу из множества
Bk(Uk) неотрицательных векторов x h e5 A (u f t )c i/ j m .

Будем предполагать, что множество ВА(и;,) при всех щ со-
держит нулевой вектор и, кроме того, имеет место Bh(O)=0
(невозможность производства при отсутствии ресурсов).

Пусть х = (Х|, ..., х п ) . Выигрыши Ло и Bh определяются с по-
мощью неотрицательных функций /А(хА)^0, /г = 0, I п (заме-
чаем, что выигрыш Bh зависит лишь от его производственной
программы). Будем для простоты считать, что выигрыш Ло

п

удовлетворяет условию /о(х) = 2 lko(xh), где слагаемое lk,, (хА)
интерпретируется как выигрыш Ао, получаемый от игрока Bk.
Предполагаем также, что /*„ (х А )>0 для всех x f tefiA(u f t) и
/ h ( 0 ) = 0 , / f c o ( 0 ) = 0 , * = l п.

Рассмотрим характеристическую функцию построенной неан-
тагонистической игры. Характеристическая функция, определен-
ная на множестве всех подмножеств (коалиций) игроков, для
каждого подмножества интерпретируется как максимальный
выигрыш, гарантируемый этим подмножеством (см. [5]), т. е.
как значение антагонистической игры между данным подмноже-
ством S и подмножеством остальных игроков S'. Поэтому, если
следовать содержательному определению характеристической
функции, надо для каждого подмножества S решить соответст-
вующую антагонистическую игру, в которой выигрыш 5 опреде-
ляется как сумма выигрышей игроков этого подмножества.

Пусть N= {Ло, Ви •••, Вп). Тогда

max max { I [/*, (

Заметим, что для всех 5c={flb ..., Вп) V(S) =0, поскольку игрок
А может распределить весь ресурс Ь среди членов коалиции
iV^S, в которую он входит, лишив, таким образом, коалицию S
ресурсов (т. е. Ао может выбрать 11̂  = 0 для Bh^S, что приводит
к Bh(O)=0 для всех В д е 5 ) . По аналогичным соображениям и
V(A0)=0, поскольку игроки Ви ..., В» могут сделать выигрыш
игрока А равным нулю, выбрав х/,=0 для k=l, ..., п (не про-
изводя продукции).

В том случае, когда коалиция S содержит центр Ло, очевид-
но, что Ао будет распределять весь ресурс в первую очередь
среди членов своей коалиции; это соображение приводит нас к
следующей формуле:
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v(S)= max max S [lko (xft) +h(Xh)]
u«={u: S b} В ( ) teS

feS

для
Будем говорить, что вектор а = (ао, ai ап) является де-

лежом, если

ao>V(Ao), ai>V(Bt), i = l , ..., n, S Ui=V(N). (4.6)

В нашей игре при таком определении характеристической функ-
ции ядро всегда непусто. Например, вектор a* = {V(iV)^_0,..., 0}
всегда принадлежит ядру. Действительно, поскольку ЩАо)—0,
V(Bk) = 0, /г= 1, ..., я, то а ; = V(N)>V(A0) = 0 и а0 = V(Bt) = 0,

, : • . • • . ' . • • • • • : . . ' . • п • , '

t = l , ... ,п, и очевидно, что (4,6) выполнено/ £ a.. =V(N),
т. е. а* — дележ. Покажем, что а* принадлежит ядру. Рассмот-
рим два случая:

а) S^A0 и, следовательно, V(S)= 0, тогда Е a* = V ( 5 ) = 0 .
iS

б) SsAo, тогда
S я]. --= a* =

что следует из монотонности характеристической функции. Та-
ким образом, мы проверили принадлежность а* ядру игры. За-
метим, что в условиях дележа а* центр Ао получает максималь-
ный возможный выигрыш, равный максимальному суммарному
выигрышу коалиции из всех игроков. В действительности та-
кое распределение выигрыша между игроками едва ли устраи-
вает игроков В\, ..., В„. Поэтому, хотя ядро и является признан-
ным принципом оптимальности, в данном случае такое распре-
деление суммарного выигрыша не может быть применено на
практике. Дело в том, что построенная на основе принципа ми-
нимакса характеристическая функция не учитывает возможнос-
ти предприятий Si, ..., Вп влиять на поведение игрока Ао.

Попытаемся построить новую характеристическую функцию,
которая бы в какой-то мере учитывала это обстоятельство, при
этом необходимо сохранить основное свойство характеристиче-
ской функции — супераддитивность.

Определим новую характеристическую функцию W(S) по
формуле

W(S)= max max S
u<={u: S u*s£6} XKSB^U») AsS [Z*a (xh) +

(4.7)
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если Ao^S,
_ min [W(SU5)-H7(S)], (4.8)

если
Заметим, что выражение (4.8) использует значения_ИР(5и£)

и №(S), уже полученные в (4.7), поскольку S[)S и S содер-
жат Ао.

Таким образом, в том случае, когда Ао принадлежи S, зна-
чения функций W(S) и V(S) совпадают, если же S^Ao, то
значение характеристической функции W(S) полагается равным
минимальному вкладу коалиции S в коалиции, содержащие
центр Ао.

Покажем супераддитивность W(S). Рассмотрим два случая.
1. Si3/40> S23i4o. Необходимо показать, что ^

>W(Sl) + W(S2), Sifl52=0. Поскольку 52"эЛ0) имеем
W(S2) = _min 5

что и дает требуемое неравенство.
2. SilsAo, SJ=>A0. Тогда

_
S:SaAa

min
Sr.Se=AB

0 (4.9)

поскольку (см. случай 1)

5 SU W(S2 )
(4.10)

так как SiUS2US3X0 и S,LJS3i40.
Построенная функция W(S) обладает всеми свойствами ха-

рактеристической функции и может быть использована при
построении таких принципов оптимальности, как ядро и НМ-
рещение. Очевидно также, что дележ а* не будет принадлежать
ядру, построенному на основе функции W(S). Это показывает,
что мы пришли к некоторому новому принципу оптимальности,
который учитывает интересы не только центра Ао, но и подчи-
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ненных ему предприятий. На наш взгляд, такой подход более
приемлем при решении вопросов, связанных с оптимальным
функционированием иерархических систем управления. Анало-
гичным способом можно строить характеристические функции
и для более сложных древовидных систем.

Таким образом, для данной игры нами построено три вида
характеристических функций V, V, W, каждой из которых соот-
ветствует свой принцип оптимальности. В первом случае прин-
цип оптимальности наиболее приемлем для производственных
подразделений, однако не дает максимального выигрыша для
всей коалиции, поскольку сумма выигрышей игроков в ситуа-
ции равновесия по Нэшу не равна максимальному суммарному
выигрышу. Характеристические функции V n F предписывают
максимальный суммарный выигрыш для_ коалиции, состоящей
из всех игроков, однако функция V малоприемлема для
Ви ..., Вп, поскольку гарантирует им лишь нулевые выигрыши.
Характеристическая функция W обеспечивает получение коали-
циями игроков Scz{Bu ..., Вп) некоторых выигрышей, которые,
однако, не больше выигрышей, определяемых характеристиче-
ской функцией V.

Одним из часто используемых принципов оптимальности в
древовидных иерархических играх является ситуация равнове-
сия по Нэшу, основанная на использовании игроком Ао страте-
гий наказания, включающих угрозу невыделения ресурса игро-
ку Bh, не выполняющему требований центра Ао [6, 29, 30].

Моделируя иерархические системы управления кооператив-
ными играми, мы всегда будем иметь дело с двумя элементами
игры — характеристической функцией, измеряющей потенци-
альные силы коалиций, и векторами выигрышей игроков как
дележей из С-ядра, определяемого при помощи значений харак-
теристической функции для отдельных коалиций. Что касается
характеристической функции, то для каждого вида иерархиче-
ских систем управления, рассматриваемых далее, мы будем
строить ее двумя способами: минимаксным и на основе ситуа-
ции равновесия по Нэшу. Напомним, что характеристическая
функция, построенная минимаксным способом, всегда суперад-
дитивна, во втором случае это нужно специально доказывать.
Выбор С-ядра в качестве решения кооперативной игры как
модели иерархической системы управления объясняется тем,
что недоминируемые дележи являются наиболее подходящими
объектами достижения соглашений между индивидуумами, имею-
щими различные предпочтения. Однако применение этого прин-
ципа оптимальности ограничено тем, что для многих игр ядро
оказывается пустым.
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§ 3. РОМБОВИДНЫЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

Иерархические системы с подразделениями двойного под-
чинения называются ромбовидными. Простая схема ромбовид-
ной системы дана на рис. 11. Выбор управления подразделе-
нием двойного подчинения С зависит как от управления под-
разделения В\, так и В2. Можно представить ситуацию, в кото-

рой центр В\ представляет интересы
отрасли, а В2 — региональные интересы,
включающие вопросы охраны окружаю-
щей среды.

Простая ромбовидная система управ-
ления является примером иерархиче-
ской системы с тремя уровнями приня-
тия решений. На высшем уровне нахо-
дится административный центр, распо-
лагающий материальными и трудовыми

Рис. 11. ресурсами. Он воздействует на деятель-
ность двух подчиненных ему центров,

принадлежащих следующему уровню, не только материальны-
ми и трудовыми ресурсами, но и своим авторитетом. От реше-
ний, принимаемых этими центрами, зависит объем производст-
ва предприятия, находящегося на последнем уровне иерархи-
ческой системы.

Будем рассматривать этот процесс принятия решений как
некоторую игру Г четырех лиц. Задача состоит в построении
в некотором смысле оптимального плана работы производствен-
ного подразделения С и оптимального плана действий админи-
стративных центров Ао, Ви В2. Переходя к игровой постановке,
будем считать, что на первом шаге игрок Ао выбирает элемент
(стратегию) и=(их, и2) из множества А, которое будем назы-
вать множеством стратегий игрока Ао. Элемент и^А ограничи-
вает возможности выборов игроков В\ и В2 на следующем шаге.
Другими словами, множество альтернатив игрока В\ оказыва-
ется функцией параметра щ и аналогично множество альтерна-
тив игрока В2 оказывается функцией параметра и2. Через
wi^Bi(ui) и w2^B2(u2) обозначим элементы множества альтер-
натив игроков Bi и В2 соответственно.

Параметры wx и w2, выбираемые игроками В\ и В2, задают
ограничения на множество альтернатив (производственные про-
граммы), выбираемых игроком С на третьем шаге игры, т. е. это
множество оказывается функцией параметров W\ и w2. Обозна-
чим его через C(wu w2), а элементы этого множества (произ-
водственные программы) — через v.

Итак, стратегиями игрока Ао являются элементы и = ( м ь

ч2)^А; стратегиями игроков Ви В2 и С являются функции
°yi("i. «2). к>2("ь и2), v(wu w2) соответственно со значениями в
множествах £)(«]), B2(u2), C(wu w2), ставящие в соответствие
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выборам игроков более высокого уровня альтернативу, выбира-
емую данным игроком.

Выигрыши всех игроков зависят только от производственной
программы v, выбираемой игроком С, и равны соответственно
fi(v), fi(v), fi(v), fi(v). Будем считать, что fi(v)^O, / = 1 , ..., 4,
и существует такое vo^C(wh w2), что fi(vo)=O для любых и,
-иУь W2.

Таким образом, мы определили бескоалиционную игру четы-
рех лиц в нормальной форме: Г = < Л 0 , Ви В2, С, / ь ..., /ч>.

Найдем ситуацию равновесия по Нэшу в построенной
игре Г. Для каждой пары (wit w2), W\^.B\, ю 2 е В 2 1 игрок С ре-
шает следующую задачу параметрического программирования:

max U{v) (4.11)
при условиях

ueC(ai | , w2), v^O.
Решение задачи (4.11) v* = v*(wu w2) оказывается функцией
параметров W\ и w2.

Далее нам необходимо рассмотреть вспомогательную пара-
метрическую (с параметрами щ, и2) игру r'(«i, u2)—<^Bx(u\),
В2(и2), f2, f£> двух лиц В, и В2, где h=h{v*(wu wi)) и

h—h(v*(wu w

2))—функции выигрышей Вх и В2 соответствен-
но. Предположим, что в игре Г'(«ь «г) существует ситуация
равновесия по Нэшу (ОУ* (ии и2), w*2 (щ, и2)).

Пусть далее пара (и * , и 2 ) есть решение следующей нели-
нейной оптимизационной задачи:

max/,(i>*(a>* (uuu2),w'2 (ыь и 2))) (4.12)
при условии

и=(ии u2)(=A.
Л е м м а 1. Совокупность

(v*,w\ , w\ , ( « ; , « ; ) ) , (4.13)

где v* — решение задачи (4.11) при параметрах ш* , м»*
(w *, ш* ) —ситуация равновесия в игре Г'(м* , и*2)\ (и* t
а\ )—решение задачи (4.12), является ситуацией равновесия
по Нэшу в игре Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для удобства переобозначим:

ь "2), а»[(«ь и2), w2(uu u2), v(wu w2)) =

= f\(v{wl(uu и2), w2(uu и2))),

(«i, «2). w2(uu ы2), v(wu w2)) =fo(v(wu w2)),

U «2), Wi(uit u2), w2(ui, u2), v(wu w2))=f3(v(wu w2)),

Jc((u\, u2), wx(uu u2), w2(uu «2), v(wu w2))=f4(v(wlt w2)).

По определению решения задачи (4.13) для всех (щ, и2)^А
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max fi(y*(ay* («i, "2), «>* (к,, u2))) =
(u,, и2)еЛ

= f , ( o * ( » J (и* , u * ) , a* (u\ , u l ) ) ) >

>f\(v*(w\ (uuu2),w*2 (KI,«J))) =

= Ул0 ((И,, U 2), W\ (II,, M2), Ш* (">' "*)> v*(wl> W*))-

Поскольку ш* и го* образуют ситуацию равновесия по Нэшу
во вспомогательной игре Г', то

JB, ((«* . «2 )- w\ ("'• "2)- wl ("'• "2)- v*(wu

=f2(v*(w] , ay* ))>f»(v*(wi, w*a )) =

=Уд, ((ы* , ы* ), o>i(ui, u2), w'2 («,, ы2), у*(ш1

для всех Wie6(ui). Аналогичное суждение справедливо и для
Вигрока В2.

По определению решения задачи (4.11) для w\, w2 и всех
ve=C(w\ , ay* )

/с((«* , и* ), ш * (и ь ы2), ш* (и,, ы2), w*(o»,, ш2)) =

= max f4(v)=ft(v*(w\ ,w*2 )) >

osC(W, , a»' )

>/ 4 (у(ю* , w * ) ) = / с ( ( ы * , и * ), ay* (и,, и2),

w2 (Щ, u2), v{w\ , w*2 ) ) .

Следовательно, ситуация (4.13) является равновесной по Нэшу
в игре Г четырех лиц Ао, Ви В2 и С.

Применяя минимаксный подход, для каждой коалиции
Sc:{^o, Ви В2, С} определим V(S) как наибольший гарантиро-
ванный выигрыш 5 в антагонистической игре между коали-
цией S, выступающей как максимизирующий игрок, и коали-
цией S '= {Ао, Ви В2, С) ^ 5 . _

Будем различать два вида коалиций: 1) 5 : С е 5 ; 2) S.C&S.
В первом случае Sc:{i4o, Bu В2} и игрок С, являющийся членом
коалиции S', может выбрать стратегию vo:fi(vo)=O, i=\, 2, 3, 4.
Поэтому V(S)=0. Второй случай распадается на следующие
подслучаи:

a) }
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V({C))=min { mm min [ max h(v)]}
u<=A s»,«=£,(«,) ш2еВ2(«2) f»eC(»i, a>2)

(здесь и далее предполагаем, что все max и min достигаются);

б) S={A0,C}:

V({A0, C})= max { min min [ max fi{v)+h(v)]};
Л B() B ( ) C(it w2)

в) ,, С}:

min {
u<=A

max min [max [f2{v)+fi(v)]]};
B) S ( ) C( )

r) 5={5 2 , C}:

min { min max [ max (h(v)+f*{v))]}\
геС(Ш|, w2)

д) S = {51( B2( С}:

V({BU B2,

= min { max max
Д e ( ) fit

[ max E
C(i, ш2) ' - 2

e) 5={Л0, В., С}:

= max { max
us A Wi^Bi(

min [ max
( ) С(

fi(v)]}\

ж) S={A0,B2, C}:

V({A0,B2,C}) =

= max { max min
Л В ( ) B (

[ max E
seC(si|, ш2) i-l.3.

/*(»)]};

3) 5={Л0, Яь B2, C}:

max { max
ui=A Wi^Bi(

max [ max
В ( ) C(

4

E ft(v)]}.

При таком определении характеристическая функция обладает
свойством супераддитивности, т. е. для любых S, Rcz{A0, Bu В2,
С} S n « = 0 , V(S[jR)>V(S) + V(R).
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Построим теперь характеристическую функцию, используя
стратегии и выигрыши в ситуации равновесия по Нэшу, найден-
ные в предыдущем пункте. Обозначим ее V,

1) Scz{A0, Ви В2}, V"(S)=O;
2) S:C(=S;
a) S={C}:

V'({C})=min min min /4(y*(a>1( w2)) =
ue\4 ш1еЯ1(ы1) и'гебгО'з)

= min min_ f4(v*(wl,w2))=U(v*(wi,w2)),
B ( )

где («i, ы2), ^ ь 0̂ 2 — точки, в_ которых достигаются соответст-
вующие минимумы, a v*(u>u w2) —решение задачи (4.11) для
параметров W\ и w2;

б) S = {AQ, С}:

V'({AQ, C})= min^ min [h(v*(wu wt)) +f4(v*(wu w2))] =

=f1(v*(wuw2))+fi(v*(wi,w2)),
где wu w2 — точки, в которых достигаются соответствующие
минимумы, а У* и (ы* . и'2 ) —решение задач (4.11) и (4.12).

И далее,
в) S={fl,,C}:

У'({5Ь C})=min min [f2(v*(w] («,)
us A w2eB2(w2)

+UiP*(w\ (и,), и»,))];
г) 5={fi2, С}:

min min [h(v*(wu w\

д) S={B,, B2, C}:

^ ( { Л о , fls, C } ) - m i n [ £ ft(v*(w\ ( u , ) , ш ; ( и , ) ) ) " ] ;
н е Л L 1Jb'2 J

е) S-{/!„, В,, С):

ж) 5={Ло, fl2, C}:

Г({Ло, В,, C})= min [ E ?,> '(»,(«; ), a»,* (u
; 1 3 4

з) 5={Л 0, fl,, B2, C):
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V'({AO,BUB2,C})= Я / « ( * * « (и\),*>1 («2
i-i

Л е м м а 2. Функция V супераддитивна.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из построения функции У следует,

что для любых S<={/40, Ви В2, С} и Ш[{А0, Вх, В2, C}^S]
^(5и«)>У'(5) , т. е. функция V монотонна. Пусть К, Rcz{A0,
Ви В2, С}, K[\R = 0. Поскольку игрок С, который обеспечивает
положительность V'(S), может входить лишь в одну из коали-
ций К или R и поэтому всегда только одно из слагаемых V'(K)
или V'(R) может быть отличным от нуля, то супер аддитивность
просто следует из монотонности V.

Теорема 1. Вектор l* = {fi(v*(w\ (и\ ), w\ (и* ) ) ) , i = l , . . .
..., 4}. где(« * , и * ), w * , о.1 j . v* — стратегии игроков из си-
туации равновесия (4.13), является дележом в игре 1>, и при-
надлежит его С-ядру.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, поскольку

2 Г, = И { Л 0 , В,, В», С}), V'({A0}) = V'({Bl}) = V'({B2})=0,

min min h^iw^Ui), w2(u2))) =

то I* — дележ. Покажем далее, что для любого 5с{Ло, Ви В2,
С)

2 f,(v*(w\ (и,* ), wl (« ; ) ) ) > V ' ( S ) , (4.14)

т. е. что дележ £* принадлежит С-ядру игры IV.
Для S={y40l Bu В2, С} и одноэлементных коалиций это сле-

дует из того, что I* — дележ. Для всех Sc{>4o, B\, В2,} условие
(4.14) следует из неотрицательности функций fi(v), t = l , ..., 4.

поскольку в этом случае V '(S)=0. Во всех остальных случаях
условие (4.14) следует из того, что сумма слева (4.14) отлича-
ется от V'(S) тем, что в V'(S) по переменным, не входящим в
S, берется минимум. Например, покажем это для случая
5={Л 0 ) В2, С}. Имеем

V'({Ao, Вг, С))= min

Теорема доказана.
Как видно из приведенных примеров, иерархические систе-

9-2169 129



мы управления предполагают наличие нескольких сторон, каж-
дая из которых стремится к достижению своей цели, т. е. это
типичная конфликтно управляемая система. Поэтому исследова-
ние вопросов принятия решений в таких системах с позиций
теории игр многих лиц вполне справедливо. Особенностью игр,
являющихся моделями иерархических систем, по сравнению с
ранее рассмотренными является то, что в них имеется один
игрок, выбирающий свои стратегии независимо, а стратегии
остальных зависят от выбора одного или нескольких игроков.
При такой постановке для определения оптимальных страте-
гий игроков естественным образом возникают параметрические
оптимизационные задачи. Это безусловно вносит дополнитель-
ные сложности, в первую, очередь технического порядка. Между
тем в настоящее время для решения параметрических задач
имеются достаточно хорошо разработанные вычислительные
алгоритмы, и поэтому такой способ определения оптимальных
стратегий игроков можно считать конструктивным.

Заметим, что «экономическая» терминология: производствен-
ная программа, ресурс, производственные подразделения
используется для удобства и имеет чисто условное значение.
Фактически здесь рассмотрены частные случаи общего графа
(Z, Г) межкомпонентных связей из § 1 настоящей главы.

Рассмотрим ситуацию, которая часто возникает при иссле-
довании реальных систем управления. Административный центр
Ао, располагающий определенными ресурсами, должен распре-
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делить их между несколькими подразделениями С\, С2, В. При
этом продукция производственного подразделения В использу-
ется как сырье в производственных подразделениях Ct и С2.
Последние, в свою очередь, производят окончательные продук-
ты, используя ресурсы, получаемые от AQ И В. Соответствующий
граф приведен на рис. 12, а.

Построим теоретико-игровую модель этой системы управле-
ния. Обозначим через Ь вектор ресурсов, которыми располагает
игрок Ло. На первом шаге Ао выбирает систему из трех векто-
ров из множества

4 = { и = ( и ь u2, u 3 ):Ui>0, me/?', t = l, 2, 3, 2 u,<b, b>0}.

Вектор Ui интерпретируется как набор ресурсов / наименова-
ний, выделяемых центром Ао для t-ro производственного под-
разделения. При этом и,, t = l , 2, предназначаются для С,-,
i— 1, 2, а и3 — для В. На втором шаге игрок В определяет свою
производственную программу w=(w 1 , w2), направляя w1 игроку
С\ и w2 — игроку С2. Вектор w выбирается из множества

В(и3) = {w= (w1, w 2 ) :

w1, w 2 >0, w1,

где A\ — технологическая матрица для игрока В.
На третьем шаге ходят С\ и С2. Выборы игроков С\ и Сг за-

висят от начального распределения ресурсов игроком Ао и ре-
сурсов w1, w2, выделяемых игроком В. Игрок С\ выбирает не-
который элемент из множества

где А2 — технологическая матрица для игрока С\. Компоненты
вектора z i= ( u b w1) являются компонентами вектора ресурсов,
которые используются игроком Си Игрок С2 выбирает некото-
рый элемент из множества

52=C2(u2, w
2) = {v2:v2/42<z2, v2>0, v 2 e^«, Л 3 >0},

где Аз — технологическая матрица для игрока С2. Компоненты
вектора z 2 = ( u 2 , w2) являются компонентами вектора ресурсов,
которые используются игроком С2.

Определим функции выигрышей игроков. Выигрыш игрока
Ло зависит только от производства В и Си С2. Выигрыши В, С\,
С2 зависят лишь от их собственного производства.

Пусть ( ( u b u2, u 3), w(u 3), v i (u b w1), v2(u2, w2)) —некоторая
ситуация, т. e. u = (u b u2, u 3 ) e 4 , W E B , Vie^i, v 2 e^ 2 . Для игро-
ка Ло функция выигрыша имеет вид Jд ((щ, u2, u 3), w(u 3), Vi (ui,
w l ( " 3 ) ) , v2(u2> w 2 (u 3 ))=a I w(u 3 )+a 2 v,(ui,w 1 )-fa 3 v 2 (u 2 , ш2),где
векторы aj, a2, a3 представляют собой единичные выигрыши игро-
ка Ло, когда В, С\ и С2 выбирают свои производственные про-
граммы W, Vi, V2.
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Для игрока В функция выигрыша имеет вид

/в ((ui, u2, u 3), w (u3), v, (u b w
1 (u 3)), v2 ((u 2), w2 (u 3))) = dwi (u3) +

+ c2w
2(u3),

где векторы Сь c2;>0 представляют собой единичные выигрыши
игрока В от производства Ci, c 2 e i? n .

Для игрока Ci функция выигрыша имеет вид

/^((UbUa, u 3), wtusJ.v^UbW^Ua)), v 2(u 2,w 2(u 3)))=C3Vi(u bw 1),

где с 3 ^ 0 имеет смысл, аналогичный векторам с ь с2. Функция
выигрыша игрока С2 определяется аналогично:

J& ((ui, u2, u 3), w(u 3), v^Ui .wO^s)) , v 2(u 2 (w( 2)(u 3))) =
= c4v2(u2, w<2>),c4>0.

Таким образом, мы определили игру четырех лиц в нормаль-
ной форме:

Г = < А , В, С,, С2; /д о / в ,/с , , / с : ! > .

Построим ситуацию равновесия по Нэшу в только что по-
строенной игре. Оптимальные стратегии игроков С! и С2 по-
строим как решение некоторых задач линейного параметриче-
ского программирования.

Пусть игрок С\ выбирает стратегию Vi*(ub w(1)) из условия:

max (c 3vi)=c 3v* (ui.wO) (4.15)

при ограничениях

у,Л 2<г, (z,-(u,,w< l>)) f v,>0, Л 2 > 0 .

При выборе оптимальной стратегии его выигрыш будет равен
c3v * (ui.wO).

Пусть игрок С2 выбирает стратегию v* (u2, w<2)) из условия:

maxc 4 v 2 =c 4 v* (u2w<2>) (4.16)

при ограничениях

При выборе оптимальной стратегии его выигрыш будет равен
c4v* (u2, w<2>).

Оптимальную стратегию игрока В построим как решение
следующей задачи линейного параметрического программиро-
вания. Игрок В выбирает свою стратегию w*(u3) = (w ( 1 )*(u3),
w<2>*(u3)) из условия:

max [cwO+caw'2)] =c1w(1>*(u3) +c2w(2>*(u3) (4.17)

при ограничениях

При выборе оптимальной стратегии его выигрыш будет равен
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c,w(I>*(M3)+C2w(2)*(u3). Введя вектор с = (ci, c2), w = (w<'>, w<2>),
функцию выигрыша игрока В мы можем представить в виде
Ciw(l) + c2w(2>=cw. Оптимальная стратегия игрока Ао определя-
ется из решения следующей задачи нелинейного программиро-
вания:

m a x [ a i w * ( u 3 ) + a 2 v ; (u,, w<'>*(u3))+a3v; (u2> w«)*(u s))] (4.18)

при условиях

Целевая функция этой задачи существенно нелинейна, посколь-
ку таковыми являются функции w* (u3), v* (ui,w ( I )*),
Vj (u2, w

( 2 )*). Решив эту задачу, найдем векторы и* , u* , u j ,
определяющие оптимальные планы распределения ресурсов с
точки зрения игрока Ао.

Л е м м а 3. Совокупность

((и * , и* , и* ), w*, v\ , v* ), (4.19)

где (и* ,и* ,и* ) —решениезадачи(4.18); w*(w<!>*,w<2>*) —ре-
шение задачи (4.17); v* и v2* - решения задач (4.15) и (4.16),
является ситуацией равновесия в игре Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для всех и е А

; , v2* (u2,

= a , w * ( U ; ) + a 2 v ; (u ,' ,w<')*(u 3 ))+a 3 v; (u2* ,

> a , w * ( u 3 ) + a 2 v ; ( и , , ^ ' ) * ( и 3 ) ) + а 8 у ; (u2, w(»>*(u3)) =

= / Л о ( и , № * ( и 3 ) , у ; (u,,w(»(u8)), v2* (u 2 (wW(u 3))).

Для всех W G £ ( U 3 ) ( W = (W<'>, W<2>))

/B(U*. w*(u8), v; (u,, wO)( U 3 ) ) , v ; (u2,

-ciw<»)*(u8 )+с2\у(2)*(и* )>ciw(')<u*3 3

- / a ( u * . w(u 3), y] (u,, w(')(u3)), v ; (u2, w<2>(u3))).

Для всех VieCi(u b w<»)

Ус (u*. w*(u 3), v; (u,, wd)(u3)), v- (u2, W(2)(u3))) =

= c 3 V ; ( U ; , wo>*(U; ) ) > c 3 v , ( U ; , w(»*( U ; )) =

-yC l (u*. w*(u 3), v,(u,, w<»(«,)), v • (u2, w<2>(u3))).

И, наконец, для всех v 2 eC 2 (u 2 , w(2))

УС! (u*. w*(u 3), v; (u,, w<')(u3)), v*2 (u2,wW(u3))) =
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= c 4 v 2 ; 2 ;
= / C 2 ( U * . W*(U 3),V; (U,, W<»(U3)),V2(U2)W<2>(U3))).

Все полученные здесь неравенства следуют из определений
max в задачах (4.15) — (4.18), т. е. действительно ситуация
(4.19) является равновесной по Нэшу в игре Г четырех лиц Ло,
В, Ci и С2.

Построим характеристическую функцию. Заметим, что игро-
ки В, С\ и С2 не имеют никаких ресурсов, кроме тех, которые
они получают от Ло- Поэтому при. построении характеристиче-
ской функций будем различать два случая:

1) Sc={5, Си С2},т. е. 5=я40;
2) S:A0<=S.

: 1. Сначала воспользуемся минимаксным способом. Так : как
в случае 1) игрок Л о всегда может лишить коалицию {В, Си
С2} и любую ее подкоалицию ресурсов, что приведет к невоз-
можности производства продукции, то V(S)=0. Случай 2) рас-
падается на следующие подслучаи:

а) 5={Л 0 }. Выигрыш игрока Ло зависит от производства
продукции игроками В, С\ и С2, которые, образовав коалицию
{В, С], Cj}, могут отказаться производить продукцию, тем са-
мым обеспечив игроку Ло нулевой выигрыш: V({A0})=0.

б) 5={Ло, В). Все имеющиеся ресурсы игрок Ло направляет
игроку В. Поэтому максимальный доход, который гарантирует
себе коалиция {Ло, В}, равен max((ai+c)w), с = ( с ь с2) при

W

условиях

Решение этой задачи обозначим w(b). Тогда V({A0, B}) =
= ( a i + c ) w ( b ) .

Заметим, что, вообще говоря, w ( b ) ^ w * ( b ) , где w*(b) — ре-
шение задачи (4.17) при u 3 = b .

в) 5={Ло, С\). Все свои ресурсы игрок Ло направляет игро-
ку С\, а В направляет игроку С\ нулевой ресурс. Доход коали-
ции {Ло, С\) равен max((a2+C3)vi) при условиях vi Л 2 ^(Ъ, 0),

Решение этой задачи обозначим Vi (b, 0). В общем случае

vi(b, 0)ФУ\ (Ь, 0), где v* (b, 0) —решение задачи (4.15) при
Ui=b, w ( l ) = 0. Искомое значение есть V({AQ, Ci}j =

+ c3)v,(b, 0).
г) 5 = {Ло, Сг}. Этот случай симметричен случаю в) и пото-

му V({Ao, C2}) = (a 3 +c 4 ) v2(b, 0), где v2(b, 0) — решение сле-
дующей задачи: max((a3 + c4)v2) при условиях У 2 Л 3 ^ ( Ь , 0),
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Заметим, что v2(b, 0)=^v* (b, 0) (см. (4.16)).
д) S={A0, В, Ci). В этом случае игрок Ао все свои ресурсы

распределяет между игроками В и Си а В всю продукцию пе-
редает С\ и

V({A0, В, C,})

где ((U|, u 3), vi, w) —решение следующей задачи:

max max max[(ai+c)w(u 3 ) + (a 2 +c 3 )vi(ti f , w{u3))]

при условиях (w=w<"+w<2 )).

w.4!<U3, v 4 2 < ( u b w), ui + u 3 <b, w, v,, Ui, u 3 >0.
/V /4* /4/ /v/

Очевидно, что w(u3).=5^w*(u* ) (см. (4.17)) и v i(u b

w ( u 3 ) ) ^ v ; ( U ; ,wC)»(U; » (см. (4.i5>).
е) S = {/40, В, С2}. Данный случай симметричен случаю д) и

потому

V({A0, В, C2}) = (a1 + c)w(u3) + (a3 + C4)v2(u2) w(u 3 )),

где ((u2, u 3), v2, w) — решение следующей задачи:
max max max[(ai + c)w(ti3) + (a 3 +c 4 )v 2 (u 2 , w(u 3 ))]
Иг U 3 v~ w

при условиях (w=w ( 1 ) + w<2))

\уЛ<и3, v ^ 3 < ( u 2 > w), u 2 +u 3 <b, w, v2, u2 ) u 3 ^ 0 .

ж) S = { ^ 0 , Си С2}. Игрок AQ все СВОИ ресурсы распределяет
между С\ и С2, а игрок В не поставляет никаких ресурсов игро-
кам С\ и С2:

V({A0, Си C2}) = (a2 + c 3)vi(u b 0) + (a 3 +c 4 )v 2 (u 2 , 0),

где ((ui, u2), V|, v2) —решение следующей задачи:

max max max[(a2+c3)Vi.(Ub•.()) + (a 3 +c 4 )v 2 (u 2 , 0)]
U, Uj V| W;

при условиях

,, 0), v2, Л 3 ^ ( и 2 , 0)* u,+u 2 <b, v4,- v2> u,, u 2 >0.

Очевидно, что V i ( u b 0 ) ^ = У * (U \ , 0 ) (см. (4,15)) и v 2 ( u 2 , 0 ) = ^

ФУ I (u 2 * , 0 ) (см. ( 4 . 1 6 ) ) .

з) S = {A0, В, Си С2}.

V({A0, B, d, C2}) =max max max max[(a, +c)w(u 3 ) +
U V | V2 W

+ (a8+c3)V|-(U|, w(») + (a3+c4)v2(u2, w<2))]
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при условиях

w^,<u 3 , v,i42<(u, t w<1)(u3))1 у 2 Л 3 <(и 2 , w<2>(u3)),

Ui + u2 + u 3 <b, w, v b v2, u,, u2, u 3 >0.
Определив для каждой коалиции Sa{A0, В, Си С2} ее гаранти-
рованный выигрыш V(S) как значение антагонистической игры,
мы определили супераддитивную функцию V, на основе которой
можно рассматривать соответствующую кооперативную игру.

2. Построим характеристическую функцию V с помощью
ситуации равновесия (4.19). Имеют место те же случаи, что и в
предыдущем пункте.

1) Для всех Scz{B,C\,C2), т.е. для коалиций, не содержа-
щих А о, получаем V'(S)=0,

2) Scz{Ao,B,CuC2}: A0<=S.
а) S={A0}: V'(AQ)=0;
б) S={Ao,B}: V'«<4o.S}) = (ai+c)w*(b), где w * ( b ) - p e -

шение задачи (4.17) при u3 = b;
в) S={i4 0,C,}: ^({Ло,С,.})-=(ая+с3)у;:Ь,О),где vj (Ь, 0) =

решение задачи (4.15) при Ui = b, w<'> = 0;
г) 5={Л 0 ,С 2 } : У'({Ло,С2}) = ( а 3 + с 4 ) у ; ( Ь , О ) ( г д е у ; ( Ь , О ) -

решение задачи (4.16) при u2 = b, w<2> = 0;
д) S={Ao, В, С\). Для вычисления значения характеристи-

ческой функции в этом случае рассмотрим вспомогательную
бескоалиционную игру Fi (см. рис. 12, б) трех лиц Ао, В и С\ и
построим в ней ситуацию равновесия по Нэшу.

В игре Y\ игрок Ао распределяет ресурсы между игроками В
и Ci. Игрок В, получая ресурсы в количестве u3i от игрока Ао,
направляет свою продукцию W] игроку С\. Игрок С\ получает
от Л о ресурсы в количестве Ыц и, используя их, производит
окончательный продукт Vn. Двойные индексы в параметрах ип,
u3i, vn и нижний индекс в Wi показывает, что решение прини-
мается в игре Г[.

Множество стратегий игрока Ао в игре Tt имеет вид
{(uii,u 3 i) |u,,>0, u 3 I >0, u n + u 3 i < b , u,,,U3i, h(=R1}.

Стратегиями игрока В являются функции вида W!(u3i) со зна-
чениями во множестве

Стратегиями игрока С\ являются функции вида vn(wi,Un) со
значениями в множестве {v n/4 2<(u u, W]), иц>0, Л 2 >0}.

Для построения ситуации равновесия в игре Г] рассмотрим
следующие три задачи:

тах(с3Уц) (4.20)
при условиях УцЛ 2 <(и и , w,), vn>0, A2>0;

maxtaw,) (4.21)
при условиях (w2 + w,)/^i^u3i, w,>0, u3i>0, w2>0, Л]>0;
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_ J4.22)
при условиях un + u 3 i^b, u u ^ 0 , u3i>:0, b^O, где vn, Wi — ре-
шения задач линейного параметрического программирования
(4.20), (4.21). В отличие от первых двух задач (4.22) является
задачей нелинейного программирование _

Л е м м а 4. Ситуация ( (u u , u3i), w,, v u ) , составленная со-
ответственно из решений задач (4-22), (4.21), (4.20), является
равновесной в игре IV

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.
Теперь полагаем, что

V'({Ao, В, С,})= (ai + c)^(u1i) + (a2+C3)vTi(uT;,w7(u3T))
— суммарный выигрыш игроков Ао, В, С\ в ситуации равнове-
сия по Нэшу в игре Fi (c = Ci + c2).

е) S={/40, В, С2}. Для вычисления значения характеристи-
ческой функции в данном случае рассматривается вспомога-
тельная бескоалиционная игра Г2 (см. рис. 12, Ь) трех лиц Ао,
В, и С2. Ситуация равновесия по Нэшу в игре Г2 строится _так

же, как и в предыдущем случае (в игре Г\). Пусть ((u22, u 3 2 ),
W2, v 2 2 )—такая ситуация. Полагаем V'({Ao, В, С2}) равным
суммарному доходу игроков Ао, В, С\ в ситуации равновесия по
Нэшу в игре Г2: __ _ _ _ _ _

v'({A0, В, C2}) = (a,+c)w 2(in 2)-f (as + cO'vafu», w 2 (u 3 2 )).
ж) S={y40, C\, Co}. Аналогично предыдущим двум случаям

рассмотрим вспомогательную бескоалиционную игру Г3 (см-
рис. 12, г) с тремя участниками Ло, С\ и С2 и построим в ней
ситуацию равновесия по Нэшу.

л. л .' л
Пусть ((ui3, u 2 3 ), v)3, v2 3)—ситуация равновесия в игре Г3.

Полагаем V'({A0, C\, С2}) равным суммарному выигрышу игро-
ков в этой ситуации:

V'({A0, С,, С2})

з) S={A0,B,Ci,Co}:

V'({A0, В, Си C2})

т. е. значение характеристической функции для максимальной
коалиции равно суммарному выигрышу всех игроков в ситуации
равновесия по Нэшу (4.19) в игре Г.

Л е м м а 5. Функция V' супераддитивна.
Доказательство аналогично доказательству леммы 2.
Вектор выигрышей
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компонентами которого являются выигрыши игроков в ситуа-
ции равновесия (4.19), как легко видеть, является дележом
в игре Г. Действительно,

({o, В, Си С2), | , > 0 , i = 1 4,

В отличие от простой ромбовидной иерархической системы
управления (теорема 1) нельзя утверждать, что дележ | при-
надлежит С-ядру игры Г г

§ 4. РОМБОВИДНАЯ СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ
С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ СВЯЗЯМИ

Рассмотрим еще один пример ромбовидной структуры
управления. Административный центр Ло, располагающий ре-
сурсами, должен распределить их между подчиненными ему
двумя административными центрами Ви В2 и одним производ-
ственным подразделением Си Административные центры В\ и
В2 распределяют полученные от Ло ресурсы следующим обра-
зом. Центр В1 может направлять свои ресурсы в С и получая
от него взамен некоторое количество продукции или направлять
эти ресурсы в подведомственное ему производственное подраз-
деление, имеющее одинаковые интересы с В\. (В общем случае
у В\ может быть несколько таких подразделений.) Обозначим
это подразделение через Вц. Точно так же центр В2 может на-
правлять свои ресурсы или в С\, пли в свое подведомственное
подразделение В2\.

Пусть b—вектор ресурсов, которыми располагает Ло; u, v,
vv — векторы ресурсов, которые получают соответственно Ви

В2, Си Ни и и — векторы ресурсов, направляемые в Си Вц игро-
ком Ви Vi, v2i — векторы ресурсов, направляемые в Ci и В 2 !

игроком В2. Множества всевозможных распределений ресурсов
центрами Ло, В\ и В2 соответственно имеют вид

{(u, v, w) | u + v + w < b , и, v, w>0, b>0},

{ ( V I . V J O I V ^ V S I V , v b v 2 i > 0 } .
Производственное подразделение Ct получает ресурсы от Ло,

В\, В2 в количествах w.UbVi соответственно и, используя их,
производит продукцию а = а ( и ь vi, w) для В\ и продукцию
P = P(ui,v,,w) для В2. Через Y = Y ( U H ) И 6 = 6 ( V 2 I ) обозначим
производственные программы подведомственных подразделений
Вц и В2\. На рис. 13 показан граф соответствующей иерархи-
ческой системы управления.
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С помощью схемы, примененной для предыдущего случая,
построим игру четырех лиц Ао, Вь В г и С\ (подразделения Вц
и B2i игроками не считаются). Множества стратегий игроков
имеют вид :

для Ао {(u, v, w) |u + v + w<b; и, v, w>0, b>0, и, v, w,

для В, {(ui, Uu, у) [и,-Ниц = U, Y B 1 < U I I » U I .

для B2{(vb v 2 b 6) |v, + v 2 l =v, 6B2<v2 1, v,, v21)

для Ci{(a, p ) | ( a + p M i ^ + v ^ w , a >

где В1, В2 и /4i — технологические матрицы В\, В2 и С\. По-
скольку интересы В\ и Вц {В% и Вц) совпадают и задание объе-
ма ресурсов Un(v2i) центром Bi(B2) определяет объем выпуска
продукции Y ( U H ) ( 6 ( V 2 I ) ) , TO В игровой модели полномочия
подразделения Вц (B2i) переданы координирующему центру
В\ (В2). Отсюда стратегии игроков В\ и В2 имеют вид (ui, иц,
у) и (vi, v2i, 6)- Это можно объяснить как совместное принятие
решения игроками В] и Вц (В2 и В2]) по части (u n , у) (пли
(v2i. б)), что, очевидно, соответствует реальной ситуации.

Функции выигрышей игроков определим следующим обра-
зом:

для Л о /,40 = а ( а + Э+У+*)> гДе
от единицы продукции вида Э

для B t /в1 =aia+biY, где
игрока Вь что и а для\ЛоГ

для В2 J в, = a 2 p + b 2 6 , где а 2 ^0,
для игрока В2, что и aj.'bi для В\\

для С\ Jc, = a 3 a + b3p, где аз^О,
для игрока Си что и а2, Ь2 для В2.

Определив для каждого игрока Ло, В ь Си В2 множество
стратегий и функцию выигрыша, мы определили бескоалицион-
ную игру Q четырех лиц.

Оптимальную стратегию игрока С\ в игре Q построим как

— вектор полезности
Д л я игрока Ао;

имеют тот же смысл для

имеют тот же смысл

имеют тот же смысл
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решение следующей задачи параметрического программиро-
вания:

max[a 3 a+b 3 p] (4.23)

при условиях (a+p)y4<Ui + Vi + w, а > 0 , р>0, где u b Vi, w —
параметры задачи. Решение задачи (4.23) обозначим a* = a*(ui,
vi, w) ,p* = p*(u b v,, w).

Для определения оптимальной производственной программы
Y* решим задачу

тах[а,а*(иь v,, w)+biy] (4.24)
7

при условиях YJB'^UH, ui + u H —u, щ^О, и п > 0 , у>0. где иц,
и — параметры задачи. Пусть решение задачи (4.24) имеет вид

* *()
Для определения оптимальной производственной программы

6* решим задачу
т а х [ а 2 р * ( и ь vi, w)+b 2 6] (4.25)

6
при условиях 6fl2<v2i, Vi+v2i = v, Vi>0, v 2 1 >0, 6>0, где v 2 b

v — параметры задачи. Пусть решение задачи (4.25) имеет вид
6*=6*(v 2 1 ).

Обозначим

Fi(uu vi, w, u i i ) = a i a * ( u b v b w) +biY*(uu)>

^2(Ui, v b w, v 2 i )=a 2 p*(u 1 ( v,, w)+b 2 6*(v 2 I ) .

Поскольку u1 + Un=u, Vi+v2i = v, то можно написать

Fi=Fi(uu vu w, u), F2 = F2(uu v,, w, v).

Поэтому для каждой фиксированой тройки (u, v, w) — страте-
гии игрока Ло — функции F\ и F2 зависят только от Ui и Vi.
Игроки В], В2 при каждом выборе (u, v, w) игроком Ао оказы-
ваются в условиях неантагонистического конфликта. Следова-
тельно, оптимальные значения и* и v * должны образовывать
ситуацию равновесия в бескоалиционной параметрической (с
параметрами (u, v)) игре двух лиц В\ и В2:

Г(и, v ) = < [ 0 , u ] , [O.v]; FuF2>,

где [0, и] и [0, v] — множества стратегий В\ и В2\ Fi — Fi(\Xu
V\) —функция выигрыша В», i—\, 2, UiS[0, u], Vie[0, v]-
Предположим, что такая ситуация существует.

Итак, для каждого (u, v, w) оптимальной стратегией игрока

В} в игре Q считаем тройку (и* (и, v), и*, (и, v), Y * ( U * | ) ) >
 г Д е

и* (и, v)—оптимальная стратегия В\ в игре Г(и, v);

Uu*(u, v )=u—u* (u, v), ау*(и* ( 1) — решение задачи (4.24) для

параметров и*,, u.
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Точно так же для каждого (u, v, w) считаем оптимальной
стратегией игрока В2 в игре Стройку (v* i (u,v) , v 2 1 (u, v),
6*(v2i*)), где v* (u, v) — оптимальная стратегия B2 в игре
Г(и, v); v*,(u, v)=v—v* (u, v), a 6*(v2i*) — решение задачи
(4.25) для параметров v2i*, v.

Оптимальную стратегию игрока Ао в игре Q построим как
решение следующей задачи:

max(a[a*(u* (u, v), v* (u,v),w) +

+ Р*(и,* (и, v), v; (и, v), w) +

+ Y * K ( I I , v))+ft*(v;,(u, v))]) (4.26)

при условиях
, u>0, v>0, w>0.

Решение задачи (4.26) обозначим (u*, v*, w*).
Л е м м а 6. Ситуация

((u*. v*, w*), (u,*, u,i*. Y*), (v; , v21*. 6*), (a*, p*)),

составленная из оптимальных решений задач (4.23) — (4.26) н
игры Г(u*, v*), является равновесной в игре Q.

Доказывается лемма 6 аналогично лемме 3.
Для каждой коалиции S определим ее наибольший гаранти-

рованный выигрыш, имея в виду, что в случае ее образования
в игре Q остальные игроки могут образовать коалицию S' и дей-
ствовать против S. С этой целью рассмотрим всевозможные коа-
лиции S.

1) Scz{B\, B2, Ci). Так как предполагается, что игроки Ви

В2, С\ не располагают никакими ресурсами, кроме тех, которые
они получают от Ао, то V(S)=0 (игрок Ао может лишить коа-
лицию {Ви В2, С]} и любую ее подкоалицию ресурсов, и выпуск
продукции становится невозможным).

2) S = {i40}. Так как коалиция Sf={Bu B2, С\) может отка-
заться от производства, обеспечив игроку Ао нулевой выигрыш,
то У(Л 0 )=0.

3) S={/40, В\). Игрок Ао направляет все ресурсы игроку Ви

u = b , а игрок В\, в свою очередь, использует эти ресурсы для
производства у, т. е. Uu = u = b. Поскольку U i = w = v i = v 2 i = 0 , то

а = р = 6 = 0 . Поэтому V({AQ, BI}) - (a + bi)Y(b), где (b) — ре-
шение следующей задачи:

max max(a+b!)Y(u),
u t

при условиях
YB'<u u , un = u = b>0, Y > 0 .
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Заметим, что \(Ъ) Ф\*(Ъ), где у*(Ъ) — решение задачи (4.24)
при Uii = u = b.

4) S—{A0,B2}. Аналогично случаю 3)

где 6(Ь)—решение задачи max max(a+b2)6(v) при условиях
v б

(6(b)=^6*(b), 6*(b)—решение (4.25) при v2, = v=b).
5)S={A0,Ci):

V({A0, C,}) = (a + a3)a(0, 0, b) + (a + b3)jj(0, 0, b),

где (а, P) — решение следующей задачи:
maxmax[(a+a3)a(0, 0, w) + (а + Ь3)р(0, 0, w)]

w a, p
при условиях (см. (4.23))

, w=b>0,

a(0, 0, b) Фа*'(0, 0, b), p(0, 0, b) ^ p * (0, 0, b).
б) 5={Ло, Bu Ci). Все ресурсы распределяются между В\

и Сь т. е.
V({Ао, Ви Ci}) = max max max[ (ai + a + a3) X

u, w i,ii| a, 6
Xe(u,, 0, w) + (a+b 3)p(u b 0,

при условиях
(

= u, u, w, u h Un>0, a, p,
7) S={^o. B2, Ci}. Аналогично случаю 6)

V({A0, B2, Ci})=maxmaxmax[(a + a 2+b 3)X
v, w 6, Vi a, p

Xp(0, v,, w) + (a+a3)a(0, v,, w) + (a + b2)6(v21)]
при условиях

( i, v+w<b,
v l+v2, = v,vIw, vi,v2i>0, a, p,6>0.

8) S={Ao,BltB2}:
V({A0, Bu B2}) =max max max[ (a + bi)y(u) + (a+b2)6(v)]

U, V 1 fi

при условиях

9) S ={A0,BuBi,C1):
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V({A0, Bu B2, Ci})=max max max т а х [ ( а + а, + аз) X
u, v, w u u , 7 v2|, б о, j$

Xa(u, (u, v), V] (u, v), w) + ( a + a 2 + b 3 ) P ( u i (ui v), v,(u, v), w) +

+ (a+b,)Y(u u ) + (a + b 2)6(v 2 1)]
при условии, что будут выполнены все ограничения задач
(4.23) —(4.26).

Поскольку для каждого S V(S) имеет смысл значения анта-
гонистической игры между S и S', то функция V супераддитив-
па и, следовательно, определена кооперативная игра

Qv=<{A0,Bu Ba, С,}, V>.

Построим теперь характеристическую функцию V", исполь-
зуя ситуацию равновесия в игре Q (см. лемму 6).

1) Для всех 5c={fi,, B2, Ci} и S={4 0 } полагаем V'(S)=0.
2) S={A0,Bi}: V/({^o,Bi}) = (a+b 1)Y*(b), где Y * ( b ) - о п -

тимальная стратегия игрока В1 в бескоалиционной игре Q при
u = u2i=b-

3) при 5={Л 0 , В2} аналогично случаю 2) V'({A0, В2}) =
= (а+Ь,)**(Ь).

4) S={AB,Ci}:

V'({A0, С }) = (а + а 3)а*(0, 0, Ь) + (а+Ь 3 )р*(0,0, Ь),

где а* (О, О, Ь), р*(0, О, Ь) — оптимальная стратегия игрока С{
в игре Q при w=b, Ui=vi = 0.

5) S={A0, B\, Ci}. Рассмотрим бескоалиционную игру Q'
трех лиц Ао, В\, С\ (рис. 12), в которой Ао распределяет свои
ресурсы между В{ и Ci'.Ao выбирает (u', w1), игрок Вх выбирает
программу (u'i, Y ' ( U ' H ) ) »

 а игрок Ci выбирает программу (а',

Р')-
Поступая, как в игре Fi (см^ (4.16) — (4.18)), построим ситу-

ацию равновесия в игре Q': ((u', w'), ( | ? ь у7), (а7, р"7)) и поло-
жим _ _

V'({Ao, Bu С,}) = ( a + a , + a 3 ) a ' + ( a + b 8 ) p 4 (а+Ь,)у'-
6) S={AQ, B2, C I } . Аналогично случаю 5) находим ситуа-

цию равновесия ((v", w"), (v", б")^ (а". Р')) в о вспомогатель-
ной бескоалиционной игре Q" трех лиц Ао, В2 и Ci и полагаем

V'({A0, В2, С,}) = (а + а 2 + Ь 3 ) Р " + ( а + Ь 2 ) 6 " + (а + а 3)а".

7) S={^o, Ви В2}. Аналогично предыдущим двум случаям
Л Л Л Л

находим ситуацию равновесия ((u'", v'", у'", б'") во вспомога-
тельной бескоалиционной игре Q"' трех лиц Ао, В ь В2 и пола-
гаем

УЦАь Ви B2}) = ( a + b 1 ) Y ' / / + ( a + b2)e / / /.
8) S={A0, ВиВ2, С,}:

V'({A0, Ви В2, С,}) =
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а*(и* (u*, v*), v* (u*,v*),w*)

P * K (u*, v * ) , v ; ( u * , v * ) > W * )

где ((u*. v*. w*), (u; , u ; , , Y*). (v; , v*2I , 6*), (а*, р*)) - с и -
т-уация равновесия по Нэшу в игре Q.

Л е м м а 7. Функция V суперадднтивна, а вектор

+ b3p*),
компоненты которого являются выигрышами игроков в ситуа-
ции равновесия игры Q, является дележом в кооперативной игре
Q v = < M o , Я,, В2, С, }Г>.

Доказательство аналогично доказательству соответствую-
щих утверждений в лемме 2 и теореме 1.

Условие принадлежности дележа £ С-ядру игры Q v можно
получить, применяя условие (*) из § 2 настоящей главы.

§ 5. ДИНАМИЧЕСКИЕ ИЕРАРХИЧЕСКИЕ
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

Динамическая задача распределения ресурсов. В § 1 данной
главы мы рассматривали статическую двухуровневую систему
управления с одним административным центром Ло и п произ-
водственными подразделениями Ви В2> ••• > Вп. Были найдены
для такой системы оптимальные в смысле Нэша управления,
построена характеристическая функция и определено условие
принадлежности вектора выигрышей игроков С-ядру коопера-
тивной игры.

В данном параграфе мы будем рассматривать функциони-
рование этой системы управления во времени, точнее на отрез-
ке [О, Т], предполагая, что параметр t пробегает дискретное
множество значений 0=*1<^<С — <^tm=T. Будем считать, что
все параметры, входящие в задачу, изменяются со временем,
т. е. величины Ь, Аи с*, aj, a,-, i = l n, являются функциями
времени: b(t), At(t), a(t), a{(t), оц(О. i=\, ..., п.

Административный центр Ло и производственные подразде-
ления В\, ..., Вп заинтересованы в максимизации суммарного за
все время функционирования системы дохода, т. е. выигрыши
игроков Ло, В\, ..., Вп равны соответственно

Ш п

2 2 ( a , ( f » ) , Vi(h)),

S (c,(f f c ), v , ( / f c ) ) , .... 2 (en(th) v(1 ( / * ) ) .
* = i k=i

где v,(Yh)=Vi(u, th)—производственная программа подразде-
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ления Bi, принимаемая им в момент th и удовлетворяющая
ограничениям

Mh)A,(th)^xii(th)+ax{n), Vi(tk)>0,

вытекающим из выбора распределения ресурсов

,,) un(/ft)).
1=1

n момент th административным центром Ao; a,(/j,) —вектор на-
личных ресурсов подразделения Bi в момент //,.

Статическую игру, рассматриваемую в год //,, в которой
выигрыши игроков имеют вид

), (с. , ..., ( c « ( / j , ) f v n

обозначим Г(4) .
Наряду с играми T(th) рассмотрим текущие игры Г (7А, T)

/;,е[0, Г], на отрезке времени [tk, T]. Выигрыши игроков в
Г(*„, Т) равны
/I! П III III

2 S ' (a»(/,)v,-(//)), S (c.(//)v,(/,)) 2 (cn(/,)vn (/,)).

Пусть и*(/л), v* (u, h), ..., v*n (u, th)—оптимальные в
смысле Нэша стратегии игроков Ло, В\, ..., В„ в статической
игре Г(/;,). Повторяя рассуждения из § 1 настоящей главы,
можно показать, что ситуация равновесия по Нэшу в игре
T(ti,, Т) состоит в использовании в каждый год t/(l^k) игрока-
ми стратегий, образующих ситуацию равновесия по Нэшу в
статической игре T(ti), т. е. она имеет вид

где

(u> 0 =

u*(tm-\), /е[/„,_,, Т)',
и*(Т), t=*T,

v! (u,

v. (u, <„,_,), /Е=[Г„,_,,

< (u, 7), t-T.

Обозначим N={A0, Bu - , Bn). В игре Г(/о, Т) определим
функцию V(S, t0, T), ScN, с использованием выигрышей и стра-
тегий в ситуации равновесия по Нэшу. Построение функции
V(S, t0, T) аналогично построению характеристической функции
(4.4), имеются лишь непринципиальные различия,- связанные с
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различными видами выигрышей Игроков в статической и дина-
мической играх. Поэтому соответствующие формулы приведем
без доказательств:

1) для Ло V(A0, t0, 7 ) = 0 ;
2) для Scz{S, Вп}

V(S, t0, T)= 2 2 (c,(/,)v; (0 ,/ , ) ) ; (4.27)

3) для S(Aoe=S)

V(S, to, Г)= 2 2 [a,-(/,)+Ci(//)]v; (u**(t,), t,),
'=1 ieS

где u*s(tt) — решение следующей задачи нелинейного програм-
мирования:

m t

max 2 2 a,(/,)v. (u(t,), t,)
u /-i ;t=s

при условии 2 u,(/i)0(//), u,(/ ()>0, teS.

Поскольку управления и,(/г) при различных / выбираются
независимо, то функция V(S, /о, Т) равна сумме характеристи-
ческих функций в статических играх Г(^), /= 1, ..., гп, т. е. имеет
место следующее представление (ср. (4.4) и (4.27)):

V(S. t0, 7)= 2 V(S, U), SczN, (4.28)
/-•=1

где V(S, ti) — характеристическая функция в статической игре
Г(//), определенная по формуле (4.4). Из (4.28) непосредствен-
но следует, что функция V(S, to, T) обладает свойством суперад-
дитивности по 5, поскольку этим свойством обладают, как бы-
ло показано, функции V(S, ti), 1=1, ..., m. Следовательно,
V(S, tQ, T) является характеристической функцией и порождает
кооперативную игру 1>(/о. Т).

Построим (« + 1) -вектор
/ m n \ m

т,°= 2 S (M*,)v t (u*(t,), /,.)) , 2

компоненты которого равны выигрышам игроков Ао, Ви ..., Вп

соответственно в ситуации равновесия по Нэшу, и покажем, что
он является дележом в кооперативной игре ГУ(*о. Т) в форме
характеристической функции V{S, t0, T). Рассмотрим вектор

т)°= 2 \\ (4.29)

где (п+ 1)-вектор | ' ( равен
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2

По доказанному (см. § 2, (4.5)) | ' ' является дележом в ста-
тической кооперативной игре ГУМ) в форме характеристиче-
ской функции V(S, ti), т. е.

1) \';>V№. //)./еЛГ;

2) 2 ;'' ~V(N, U). 1=1, ...,т.
n=,V '

Отсюда имеем
т т

2 ?'' > 2

т
2 2 ?'' = 2 V(N, tt),

или, применяя (4.28) н (4.29), получаем

° i}, to, 7), ietf; 2 т|? =F(/V, /Л Т).
V

Следовательно, TJ° действительно является дележом в игре
Гг(/о, Т).

Далее, Повторяя соответствующие рассуждения из § 1 насто-
ящей главы, молено доказать, что при выполнении условия

2 a,(/,)v* (u*s(//), /,)> 2П (а,(М+с,(/,)) X

X[v* (u*s(/;), / , ) - V ; (u«(/,), tl)] (4.30)

для всех 1=1, ..., m и S:/4 0e5 делелс i]n принадлежит С-ядру
Cv(t0, T) игры Tv (U,T).

Это обстоятельство позволяет сделать вывод о том, что если
в каждый год ti игроки распределяют доходы между собой со-
гласно дележу | ' ' и выполнено условие (4.30) (оно имеет та-
кую же экономическую интерпретацию, что и соответствующее
условие в) из §2 настоящей главы), то их устойчивое во време-
ни функционирование гарантировано.

Рассмотрим теперь функционирование ромбовидной систе-
мы, изученной в § 2 (см. рис. 12), на отрезке [0, 7] . Пусть А —
произвольное разбиение отрезка [0, Т] точками tk, k = 0, I, ...
..., m. Пусть Г(/о, 7) —соответствующая игра, где /0 = 0.

Выигрыши игроков Ао, Ви В2, С в Г(£о. 7) равны соответст-
венно
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m
/ / ( / о . v ( / ) ) = 2 / * ( / * , v ( h ) ) , i = l , .... 4 ,

ft-О

где v(( f t )GC(W|(/),), w2(/ft)) — производственная программа
игрока С в момент / * е Л ; w,-(/j,, u;(//)) —управление игрока В,,
1 = 1 , 2 , в момент th, a u{th) = (ui(tk), u 2 (/ A )) — управление
игрока Ао в тот же момент времени.

В момент th определим статическую бескоалиционную игру
Г(/Й) с выигрышами fi(tu), t = l , —, 4. Пусть

(v*(ffc), w; (tk),v/'2(th),u*(tk)) (4.31)

— ситуация равновесия по Нэшу в игре Г(4) . Стратегии из
(4.31) определяются путем решения задач (4.11) — (4.13), в ко-
торых все параметры определены в момент tk. Тогда ситуация

где

v*(/0), если /еф„, /,),

у * / A _ • • • . . .

'» v ' v*(/,,,_,), если /<=[/„,_,, T),

v*(7"). если / = 7",

является равновесной в игре Г(/о, Т) (см. § 2 настоящей главы)
(стратегия w * , w* , u* определяются аналогично). Используя
(4.31) и выигрыши (4.30) в этой ситуации, построим характе-
ристическую функцию V'(S, t0, T) (см. § 1 настоящей главы).

Имеет место представление

\"(S, to, Т) - 2 V'(S, th), Scz{A0, Bu B2, С},

где V'(S, th) —характеристическая функция для T(tk), постро-
енная тем же способом. По лемме 7 V'(S, tk) супераддитивна
по S, значит, и ^ ' (5 , th, T) супераддитивна по S. Кроме того,
из такого представления следует, что V'(S, tk, T) аддитивна по
tk- Поэтому утверждение о том, что дележ

принадлежит С-ядру игры Tv (to, T) и динамически устойчив в
ней, может быть доказано ссылкой на теорему 1.

При планировании развития замкнутых экологических сис-
тем необходимо учитывать основные и сопутствующие компо-
ненты системы, число которых даже в самых простейших слу-
чаях может быть достаточно велико. Когда развитие системы
может управляться извне путем выделения ресурсов, капитало-
вложений или законодательными актами, взаимодействие ком-
понент может моделироваться иерархической игрой на конеч-
ном графе межкомпонентных связей. Из-за наличия большого
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числа участников, имеющих необязательно совпадающие инте-
ресы, рассматриваемые иерархические игры оказываются неан-
тагонистнческими играми многих лиц, н поэтому наиболее серь-
езной проблемой здесь является выработка приемлемого прин-
ципа оптимальности. Мы исследовали простейшие иерархиче-
ские игры: древовидные, ромбовидные, ромбовидные с дополни-
тельными связями и др. В каждом случае, анализируя возмож-
ность оптимального поведения, мы сравнивали различные прин-
ципы оптимальности: ситуацию равновесия по Нэшу и ядро,
построенное с использованием различных видов характеристи-
ческих функций. При этом нами получены конструктивные спо-
собы нахождения принципов оптимальности, если их существо-
вание обеспечивается соответствующими аналитическими усло-
виями. Однако несмотря на конструктивность построений, в
упомянутых простейших случаях реальные расчеты оптимально-
го поведения могут оказаться достаточно сложными. Рассмот-
ренный подход может быть распространен и на более общие
иерархические игры, моделирующие взаимодействие замкнутых
экологических систем с большим числом основных компонент.
Вместе с тем получение конкретных рекомендаций по оптималь-
ному поведению будет затруднено из-за большой размерности
задачи. Поэтому наиболее приемлемой может быть лишь мо-
дель, правильно выделяющая небольшое число основных
(управляемых) компонент системы.



Г л а в а 5

МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЕ
ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ МОДЕЛИ

§ 1. МОДЕЛИ РАЗВИТИЯ
ЗАМКНУТЫХ ЭКОСИСТЕМ

В настоящей главе мы рассмотрим математические модели
развития экологически замкнутых регионов.

Хорошо известно, что экологические проблемы возникают
не сами по себе, а в тесной связи с другими задачами развития
и управления. Созидательная деятельность человека в течение
последних десятилетий приводит к природным изменениям, do-
иоставимым с изменениями, протекавшими на протяжении мил-
лионов лет.

Некоторые из наиболее красивых и гармоничных ландшаф-
тов связаны с деятельностью человека: это цветущие луга, леса
и пастбища в горах Европы, уходящие в горы террасы и рисо-
вые поля в Юго-Восточной Азии, африканские саванны и южно-
американские пампасы, созданные с целью расчистки районов
охоты и др. Велика позитивная роль человека в создании и со-
хранении генетического разнообразия. Мы наблюдаем результа-
ты его деятельности по увеличению многообразия видов до-
машних животных (овец, крупного рогатого скота, собак, пуш-
ных животных). Нередко исчезновение какого-либо вида было
связано с тем, что человек не мог своевременно вмешаться в
его распространение, которое привело к подрыву кормового по-
тенциала его ареала.

Таким образом, сохранение природного разнообразия долж-
но включать в себя принцип активного управления. Развитие
экологически замкнутых регионов, вызванное деятельностью
человека, является объективной реальностью и не должно вос-
приниматься как недопустимое, нежелательное явление.

Наиболее остро проблемы охраны окружающей среды и
сохранения существующих экосистем возникают при решении
задач крупномасштабного планирования развития промышлен-
ного и сельскохозяйственного производства. Если мы хотим
учесть экологические аспекты развития, то необходимо ввести
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дополнительные цели развития, отвечающие определенным эко-
логическим требованиям.

Для объективной оценки результата развития естественно
использование нескольких независимых критериев, часть кото-
рых отвечает требованиям охраны окружающей среды и сохра-
нения существующих экосистем. В подавляющем большинстве
случаев «экологическая» группа критериев бывает трудносов-
местима с «экономической» группой, поэтому объединение (ска-
ляризацня) критериев не имеет достаточного обоснования. Это
приводит к постановке многокритериальных задач оптималь-
ного управления, которые на сегодняшний день мало изучены.
В том случае, когда стороны, заинтересованные в достижении
экологических критериев, могут активно влиять на процесс раз-
вития, мы приходим к конфликтным управляемым процес-
сам, описываемым неантагонистическнми дифференциальными
играми.

При оценке качества того иного плана развития необходимо
также учитывать фактор времени, который может привести к
изменению целей развития, а следовательно, к потере динами-
ческой устойчивости выбранного решения. Многочисленные при-
меры оценки результатов развития с использованием экологи-
ческих критериев, приводящих к многокритериальным оптими-
зационным задачам, рассмотрены в работе [19], и здесь мы не
будем подробно останавливаться на их изложении. Вместе с
тем эти примеры носят статический характер и не учитывают
временного фактора.

Наиболее уязвимыми экосистемами являются островные эко-
системы и относительно изолированные от внешнего мира гор-
ные районы. В то же время они являются удобным местом для
изучения экологических последствий развития. Здесь из-за стро-
гой ограниченности региона исследований можно сравнительно
легко определить компоненты, которые играют определяю-
щую роль во взаимодействии человека с окружающей средой.
Относительно небольшое число параметров позволяет использо-
вать простые математические модели, и информационный мате-
риал, подлежащий переработке, по своему объему оказывается
вполне доступным для современных вычислительных машин.
Результаты моделирования могут служить основой для качест-
венных рекомендаций в более общих случаях.

В нашей стране одной из таких хрупких экосистем являются
Командорские острова, которые представляют собой уникаль-
ный природный комплекс. Они являются частью Алеутского
архипелага, протянувшегося от Аляски до Камчатки. Наруше-
ние экосистемы этих островов носит необратимый характер,
поскольку она относится к северным биоценозам с малым чис-
лом компонент. Исключительная ценность островов обусловле-
на тесным сочетанием биоценозов суши с биоценозами морских
и пресных вод. В настоящее время здесь обитают тюлень, сивуч,
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морской котик, калан и другие ценные животные. Прибрежные
пляжи и скалы густо заселены многочисленными колониями
птиц.

Со времени открытия Командорских островов Вптусом Бе-
рингом (1741 г.) и до начала XX в. на островах велся почти
неконтролируемый охотничий и пушной промысел. На грани
уничтожения находились калан и котик, полностью была истреб-
лена корова Стеллера. В течение всего XIX в. на Командорских
островах ежегодно заготавливалось 20—30 тыс. шкур котика,
однако в начале нынешнего столетия начался резкий упадок
лежбищ.

За годы Советской власти были проведены конкретные меро-
приятия для восстановления численности котиков и каланов,
которые были взяты под охрану государства. Эта задача была
в основном успешно решена, и создались условия для рацио-
нальной эксплуатации природных ресурсов островов. Однако в
настоящее время происходит резкое увеличение интенсивности
хозяйственной деятельности человека, что может поставить под
угрозу сложившееся экологическое равновесие уникального при-
родного комплекса. Поэтому особенно актуальным является
определение правильных путей развития островного хозяйства с
учетом особого значения островов для нашей страны.'Для этого
необходимо определить научные критерии и оправданные цели,
которые могли бы служить основой для ведения хозяйства.

Для оценки альтернативных вариантов развития в данном
случае не так легко определить соответствующие критерии. По-
этому можно пойти по другому пути.

Состояние экологически замкнутого региона может описы-
ваться с помощью вектора х=£хи ..., хп), компонентами кото-
рого являются количественные состояния отраслей хозяйства и
основных форм деятельности: число жителей, плотность видов
животных, состояние растительной среды и др. Организации,
заинтересованные в развитии острова и отвечающие за разви-
тие определенных форм хозяйственной деятельности, на основе
анализа положения дел на острове и с учетом своих интересов
могут предложить свое понимание «идеального» состояния
островного хозяйства путем определения целевой точки Mi (точ-
ка Mi выбирается i-й организацией) в пространстве всех воз-
можных состояний X, к которой с точки зрения данной органи-
зации должно стремиться развитие острова.

В зависимости от количества заинтересованных организаций
мы получим набор целей Ми ..., Ми ... ,М т . Пусть в результате
реализации одной из альтернатив развития в конце периода
длительного планирования Г состояние острова переходит из
точки х0 в точу х(7), тогда естественно в качестве критерия
развития выбрать векторный критерий
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где е — евклидово расстояние состояния, получившегося в ре-
зультате развития, от целевых точек М\, ..., Л'1,- Мт. Точка
\(Т) находится с использованием математических моделей со-
гласно выбранной альтернативе развития.

§ 2. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЕ
ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ

Предыдущий пример показал нам необходимость оценки
«экологических» решений по нескольким независимым крите-
риям. В настоящее время существует целая область математи-
ческой теории управления — теория многокритериальной опти-
мизации, в которой исследуются задачи такого типа. Для все-
стороннего ознакомления с соответствующими результатами
рекомендуем обратиться к монографии [41].

Не имея возможности подробно останавливаться па исследо-
вании многокритериальных оптимизационных задач, мы сфор-
мулируем различные подходы к построению принципов оптималь-
ности, проанализируем динамическую устойчивость этих прин-
ципов и предложим методы нахождения оптимальных решений
в конкретных случаях.

При наличии нескольких независимых критериев для оценки
управленческих решений выбор наилучшего решения является
нетривиальной задачей. Довольно очевидно, что в многокрите-
риальной задаче максимизации из двух векторных оценок, отли-
чающихся лишь одной компонентой, предпочтительнее та, у ко-
торой такая компонента больше. Гораздо сложнее сравнение
векторных оценок с различными компонентами.

Пусть X — множество возможных исходов принятия реше-
ния. Каждое из исходов х^Х оценивается с помощью вектор-
ного критерия H(\) = {Hi(x), ..., Я,(х), ..., Я т ( х ) } (предполо-
жим, что степень предпочтительности исхода возрастает с воз-
растанием компонент вектора Я). Поскольку Яе/?'\ то введем
на множестве векторов {H}^Rn отношение строгого предпочте-
ния>так же, как это делается для я-мерного евклидова
пространства Rn. Будем говорить, что вектор Н'={Н'{}^>Н" =
= {Я",} тогда и только тогда, когда #',•>//" для всех / = 1 , ...
..., т. Аналогично вводится отношение нестрогого предпочте-
ния ^ : будем говорить, что вектор H'={H'i}~^H" = {Н".}, если
H'i^H" для всех 1 = 1, ..., т.

Обозначим через и={Я(х) : х&Х} множество оценок для
всех возможных значений х е ! Довольно очевидно, что если
найдется такой вектор Я * е и , что Н*^Н для всех Я е х , то ре-
шение х*, для которого Я(х*) = Я * , следует считать наилучшим,
поскольку оно явится наилучшим по всем компонентам вектор-
ного критерия Я среди решений х^Х.

Векторная оценка Я * е к называется максимальной по ^

153



(по > ) относительно и, если не существует оценки НфН*,
t, такой, что Н^Н* (Н^>Н*). Оценка, максимальная по ^ ,

называется оптимальной по Паре-
то (или эффективной) оценкой, а
соответствующее решение х* — оп-
тимальным по Парето (или эффек-
тивным).

Таким образом, оптимальное по
Парето решение обладает тем свой-
ством, что не существует никакого
другого решения х'Фх*^Х, кото-
рое превосходит его в смысле отно-
шения порядка ^ по всем компо-
нентам критерия Я. Иными слова-
ми, если х* — Парето-оптимальное
решение, то из условия Я г ( х ' ) ^
^ Я ; ( х * ) , t = 1 , ..., т, должно следо-

Рис. 14. в а т ь х ' = х * (а значит, Я<(х') =
= Я,(х*)).

Множество оценок и с х , удовлетворяющих этому условию,
называется множеством Парето, или эффективным, а множест-
во соответствующих решений P(x)czX — множеством эффектив-
ных решений, или Парето-оптимальным множеством, т. е.

_
Векторная оценка Я е х , максимальная по > , называется

слабоэффективной, или слабооптимальной по Парето, или
оптимальной по Слейтеру, а соответствующее решение х —
оптимальным по Слейтеру, или слабоэффективным. Таким обра-
зом, оптимальное по Слейтеру решение обладает тем свойством,
что не существует никакого другого решения х'Фх^Х, которое
превосходит его в смысле порядка_> по всем компонентам
критерия Я. Иными словами, если х оптимальна по Слейтеру,
то не существует такого_х'еХ, что Я 1 (х ' )>Я,(х*) , i=\, ..., т.

Множество оценок х с ч , оптимальных по Слейтеру, удовле-
творяющих этому условию, называется слабоэффективным мно-
жеством, а множество соответствующих решений S(X)czX —
слабоэффективным множеством решений, т. е. 5 (X) = {х^Х,
для которых не существует х 'еХ, таких, что Я { (х ' )>Я*(х)} .

Поскольку из Н^>Н' следует Н^Н', то всякая эффективная
оценка слабоэффективна, так что х с х и P(X)<=S(X).

Пусть множество х[41] имеет вид, изображенный на рис. 14

(случай двух критериев). Множество к совпадает с «северо-вос-
точной» границей _множества х (кривые ее, de без точек d и е,
lip), а множество и состоит из кривой abcde (включая е) и hpq.
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Основной задачей многокритериальной оптимизации являет-
ся выделение оптимального решения из множества всех реше-
ний. Естественно, что хорошим следует считать метод, когда
это решение оказывается эффективным или слабоэффективным.
Мы опишем здесь два подхода к выделению оптимального ре-
шения.

Пусть у*. = тах//,-(х). Рассмотрим выражение

max—• . Iй- ч
| || у) |

оценивающее максимальное отклонение оценки Я произвольно-
го решения х е Х от вектора у*= (у\ , ..., у * , ..., у *т), пред-
ставляющего собой вектор максимумов по каждому критерию.
В качестве оптимальной точки х * е ! предлагается выбрать
точку х*, минимизирующую выражение (5.1), т. е.

max j —. = nun max j——, • (5.2)
| У i I xeX l < ( < m I У/ I

Можно показать, что решение х* всегда слабоэффективно,
а если оно единственно (с точностью до эквивалентности), то и
эффективно.

Другим методом выбора оптимального решения являются
так называемые арбитражные схемы. Метод формулируется
при некоторых предположениях о структуре множества к и
функций Я,(х), i = l , ..., п. Однако он может быть применен и
в более общем случае.

Будем считать, что множество -л всевозможных оценок вы-
пукло и компактно в Rn. Введем в рассмотрение некоторое ис-
ходное решение х°еХ, которое будет интерпретироваться нами
как «консервативное» решение, подлежащее улучшению при
решении данной многокритериальной задачи. Значение вектора
иолезностей Я в точке х°<=Х H(\°) = {Hi(x°), ..., Я т (х 0 ) } будем
называть точкой «статус-кво».

Под арбитражной схемой понимается правило <р, которое
каждой паре (и, Я(х 0)) ставит в соответствие некоторую пару

(Я, х)=<р(х, Я(х 0 )), где Я е и , х е Х и Н=Н(х) (х интерпрети-
руется как оптимальное решение).

Сформулируем для арбитражных схем аксиомы, которым
должно удовлетворять правило ср, сопоставляющее каждому
выпуклому _замкнутому подмножеству и и точке //ех некото-
рую, пару (х, Я ) : _ _

1) Реализуемость: Я е х , х^Х, Н = Н(х).
2) Индивидуальная рациональность: Я^Я(х 1 ' ) .
3) Оптимальность но Парето: если //ех и Н^Н, то Н=Н.
4) Независимость от посторонних альтернатив: если
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7/еЛсгх и (Я, х)=ф(х, Я(х°)), то (Я, х ) = Ф ( Л , Я(х°)).
5) Линейность: если множество х ' = а х + Р получается из х

с помощью линейного преобразования, т. е. Я'; = а;Я( + р1
(1<(</м), а_ф(х, Я(х»)) = (Я, х), то ф(х', аЯ(х°)+р) =
= (аЯ(х)+р, х).

Смысл трех первых аксиом достаточно ясен. Аксиома _4)
означает, что имея большие возможности для выбора (Я, х),
можно согласиться на этот же вектор выигрышей при меньших
возможностях, если этот вектор реализуем. Аксиома линейности
утверждает, что в разных шкалах измерения полезностей мы
руководствуемся одинаковым принципом оптимальности при
выборе (Я, х).

Будем для простоты считать, что в множестве х существует
вектор Н, каждая i-я координата которого строго больше Я,- (х°).
Имеет место следующее утверждение (доказательство см. в
[8]). Функция

х~)| max g(H, х, Я(х°)) =

), х, Я(х°))},
т

где g(H, х, Я(х° ) )=П (Hj — Я,(х 0)), удовлетворяет аксиомам

1)-4).
Исследуем теперь возможность скаляризации векторного

критерия Я. Оказывается, в достаточно широком классе слу-
чаев максимум скаляризованного критерия находится во мно-
жестве эффективных или слабоэффективных точек и, наоборот,
каждая эффективная или слабоэффективная точка в смысле
векторного критерия Я может быть вычислена как максимум
некоторого скалярного критерия, полученного из Я. Сформули-
руем более точно условия, при которых это имеет место.

О п р е д е л е н и е . Множество SaRn называется выпуклым,
если оно вместе с двумя любыми точками содержит и соеди-
няющий их отрезок, т. е. если (К\+ ( 1 — X)x')&S при любых х,
x ' e S и л<=[0, 1].

Пусть для каждой точки у е # " А у = {у':у'^у}, тогда множе-
ство 5 называется слабовыпуклым, если выпукло множество
S . = U Ау .

s
Очевидно, что если некоторая оценка Я слабоэффектнвна во

множестве х, то она будет слабоэффективной и во множестве
х*. Пусть х слабовыпукло. Оценка Я * е х слабоэффективна тог-
да н только тогда, когда существует такой вектор ц = (щ, ...

т
•••> М»). |.ii>0, S ц ' = 1 , i = l, .... п, при котором (\i,

( = 1
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^(р,, Я) для всех Я е я (скобка означает скалярное произве-
дение). Последнее утверждение сводит задачу нахождения сла-
боэффективных точек множества х и слабоэффектнвных реше-
ний к задаче нахождения максимума линейной функции (ц, Н)
на множестве а. При этом, перебирая всевозможные векторы

{ft: 2 Hi=l> His^O}. мы получаем все множество слабоэффек-
тивных решений.

Перейдем теперь к рассмотрению динамических многокри-
териальных задач.

§ 3. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Пусть состояние экологически замкнутого региона описыва-
ется вектором х е # " (х^О). В начальный момент t0 регион на-
ходится в состоянии x(to)=Xo, и задача заключается в опреде-
лении альтернатив его развития на длительную перспективу
[t0, Т], где Т—конец периода планирования. Предположим,
что развитие региона на отрезке времени [t0, T] может быть
описано системой дифференциальных уравнений

х=/(х, и),
где и — управляющий параметр, имеющий смысл внешних воз-
действий (скорость роста капиталовложений и ресурсов), с по-
мощью которых происходит управление развитием. Будем счи-
тать, что параметр и выбирается непрерывно во времени и по-
лучившиеся в результате функции u(t)aU, t^[t0, T], измеримы
по /. Будем также считать выполненными все условия, гаранти-
рующие существование, продолжимость и единственность реше-
ния системы

х=/(х, и(0) (5.2)
при любом измеримом управлении и(0 на отрезке времени
[/о, Т] и при начальном условии х(/0) =х<>. Каждое программное
управление и(/), /е[/ 0 , Т], определяет некоторую альтернативу
движения х ( 0 , /е[/ 0 , Т], получаемую как решение уравнения
(5.2) при начальном условии х(/о)=хо.

Пусть Сг-'° (х0) —множество достижимости системы (5.2),
т. е. множество точек в Rn, в которые может попасть решение
системы (5.2) из начального состояния хо в момент Т при
использовании всевозможных программных управлений и ( 0 .
/е[/ 0 , Т]. Иными словами, множество достижимости — это
множество концов траектории системы (5.2) {х(Г)}, исходящих
из начального состояния х0 при всевозможных программных
управлениях u ( 0 . t'^[t0, T].

Предположим далее, что качество альтернативы развития
определяется точкой х(71), в которую переходит регион в резуль-
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тате этого развития в конечный момент Т. Таким образом, мож-
но считать, что на множестве достижимости Сг~'° (х0) системы
(5.2) задан векторный критерий Н(х(Г))е/?»1, х ( 7 " ) е С г - ( ' (х0),
определяющий качество траектории x(t) и соответствующего
управления u(t). Мы приходим к динамической многокритери-
альной задаче оптимизации, рассмотренной в предыдущем па-
раграфе:

Х(хо, T-to) = {x(T):x(T)t=CT-*. (x0)}, (5.3)
х(х0, T-to)~{H(x(T)):x(T)eCT-'- (x0)}. (5.4)

Здесь множества х и % зависят от параметров хо, T—to, пред-
ставляющих начальные условия задачи развития (5.2). По-
скольку сформулированная динамическая многокритериальная
задача оптимизации зависит от начальных условий Хо, T—ta
(начальное состояние региона и продолжительность планирова-
ния), будем обозначать ее через Г(х0, T—to).

Итак, мы имеем динамическую многокритериальную задачу
оптимизации Г(х0, T—t0), множество всевозможных исходов
х(хо. T—to), определенных в (5.3), и множество всевозможных

оценок х(х0, T—t0), определенных в (5.4). Пусть даны: 2<(хо.
Т— ?о)сх(хо, T—to) — множество эффективных оценок; х(х0,
Т—<о)<=х(хо, Т—to)— множество слабоэффективных оце-
нок; Р[х(х0, T—U)] и 5[х(х0, Т—10)] —соответствующие
множества решений.

В динамических оптимизационных задачах очень важен
вопрос о динамической устойчивости выбранного принципа
оптимальности. Этот вопрос, являющийся тривиальным следст-
вием принципа максимума Л. С. Понтрягина и принципа опти-
мальности Р. Беллмана в случае классических однокритери-
альных динамических оптимизационных задач, при переходе
к многокритериальным оптимизационным задачам и неантаго-
нистическим игровым задачам становится серьезной пробле-
мой (см. [34, 35, 38]).

Для исследования динамической устойчивости погрузим на-
шу конкретную динамическую задачу многокритериальной
оптимизации Г(х0, T—t0), зависящую от начального условия
х0 и продолжительности процесса T—to, в семейство аналогич-
ных многокритериальных оптимизационных задач с начальны-
ми условиями х0 и продолжительностью T—t ( / 0 ^ < Т ) . Такую
задачу обозначим через Г(х, T—t).

Как мы уже видели в предыдущем параграфе, многокрите-
риальные задачи характеризуются множественностью принци-
пов оптимальности. Поясним для полноты требование динами-
ческой устойчивости принципов оптимальности или устойчи-
вость принципов оптимальности во времени при развитии по
оптимальному пути. Предположим, что в начале процесса, т. е.
решая задачу Г(х0, T—t0), мы применили некоторый принцип
оптимальности и в соответствии с ним построили оптимальную
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траекторию. В процессе движения вдоль этой траектории of
задачи с одними начальными состояниями перейдем к задаче с
другими начальными состояниями. Несмотря на то, что выбран-
ная траектория является оптимальной в задаче для начальных
состояний процесса, оставшийся отрезок траектории (начиная
с некоторого текущего момента to^t^T) может, вообще гово-
ря, не быть оптимальной траекторией, реализующей тот же
принцип оптимальности в задаче для начальных состояний на
этой траектории, соответствующих текущему моменту /. Поэто-
му у нас в момент t может не быть оснований придерживаться
и далее выбранной вначале оптимальной траектории, что мо-
жет привести к отказу от принятого в первоначальной задаче
принципа оптимальности, т. е. неустойчивости процесса в целом.
Требование динамической устойчивости заключается в сохране-
нии первоначально выбранного движения в задачах с текущими
начальными данными на оптимальной траектории.

К числу динамически устойчивых принципов оптимальности
относится оптимальность по Парето и оптимальность по Слейте-
ру. Покажем динамическую устойчивость Парето-оптимального
множества (динамическая устойчивость слабоэффектишюго
множества или множества оценок, оптимальных по Слейтеру,

доказывается аналогично). Действительно, пусть и(х0, T—t0) —
Парето-оптимальное множество оценок и Р(х(х0, Т—10)) —
Парето-оптимальное множество решений в многокритериальной
динамической задаче оптимизации Г(х0, Т— /0) из начального
состояния х0 с предписанной продолжительностью Т—/о н тер-
минальным выигрышем. Пусть {Н* } = Н* — вектор оценок из

множества и(х0, T—t0). Предположим, что нами вабраны
управление и(/) и соответствующая траектория х(<), при ко-
торых в конце процесса реализуется оценка Н*—{Н* },т.е.уп-
равление u(t) таково, что х(т) в момент? (в момент окончания
процесса) проходит через точку х(Г), в которой Н(х(7)) =
= {Hi(x(T))} j)aBHo как раз вектору полезностей Н* = {//* }.
Пусть Ст~'<> (х0) — множество достижимости управляемой сис-
темы из начального состояния х0 к моменту времени Т. Рассмат-
ривая изменение этого множества вдоль траектории х(т), мож-
но заметить, что

Ст-' (х(т,)-)=?Сг— 0Г(т2)), / 0 < т , < т 2 < Т . (5.5)

Из (5.5) имеем

х(х"(т.), 7-т,)=>х(х~(т2), Т-ха), / 0 < т , < т 2 < 7 \

Поскольку вектор Н*— {#* } принадлежит Парето-оптнмально-
му множеству в задаче с начальным состоянием х0 и продолжи-
тельностью Т—7о, то не существует такого ветктора полезностей
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*, принадлежащего и(х0, T—tQ), что Н'. > Я * для всех
< < . Из (5.5) имеем, что тем более это имеет место для мно-

жества и(х"(т), Т—Х), / О < Т < Т . Таким образом, вектор полез-
ностеП Н*={Я* } не доминирустся ни одним из дележей мно-
жества х(х~(т), V—т), или, иначе говоря, принадлежит Парето-
оптимальным множествам текущей задачи с начальным усло-
вием 1с (т) и продолжительностью Т—х. Это означает, что вектор
полезностсн Н* = {Я* }, во всех текущих задачах (при движении

вдоль траектории х(т)) остается Парето-оптимальным. По-
скольку вектор Н* был выбран произвольно из множества

и(х0, Т—to), то это означает динамическую устойчивость Паре-
то-оптимального множества.

Однако, как мы это видели в статическом случае, для выра-
ботки коллективного решения еще недостаточно Парето-опти-
мального множества, необходимо иметь некоторый справедли-
вый способ выбора терминальной точки из Парето-оптимально-
го множества, поскольку в действительности может быть реа-
лизован лишь один исход развития.

Рассмотрим теперь различные подходы к выбору конкретно-
го эффективного (слабоэффективного) решения из множества
всех эффективных (слабоэффективных) решений, упомянутые
в предыдущем параграфе, н исследуем их динамическую устой-
чивость.

Слабоэффективное решение х*, выбранное из условия
у' -Н,(х») . У' -Я,(х)

max — Ц — — . = min max :——.

| I I y I
x s C ( 0 )

в задаче Г(х0, T—t0), будем обозначать через х*(х0, T—t0) и
соответствующую оценку Н(х*)—через Н(х*) = Н*(х0, T — to),
подчеркивая зависимость от начальных условий задачи. При
этом заметим, что у] = max НГ(Х), где max берется по

Х€=С T~U (Х0)

множеству достижимости Ст-'« (х0), также зависит от началь-
ных условий Хо, Т—10 как от параметров, поэтому условие вы-
бора точки х*(хо, T—to) в полном виде записывается следую-
щим образом:

max Я г (х)-Я;[х*(х 0 , 7"-/0)]
г

= min max X(sC\ '°(Хо)

max ()|
-'»(хо)

(5.6)
max Я,(х)—Я,(х)

(x0)
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Пусть х(/) —^оптимальная траектория, ведущая в точку х*(х0,
T—t0), т. е. x[t)\t-fJ1_ = x0, х"(/) | ( = т=х*(х 0 T — t0). Рассмотрим
текущую задачу Г(х(/), T—t) при / 0 < ' < 7 \ Предположим, что
мы хотим в момент t проверить, удовлетворяет ли выбранная
точка х*(х0, Т—10) условию (5.6), выписанному для текущей
задачи. Тогда нам необходимо вновь выбрать слабоэффектив-
ную точку, используя предыдущую формулу для текущей игры.
С этой целью необходимо вычислить

max Hi(x)—Hi(x)

min max —rrrr -L22—тг-тгх (5.7)T-t —
((

m a x

(x(0)

Пусть min в выражении (5.7) достигается в точке х*(х(<),
T—t). Условие совпадения текущих слабоэффективных точек
дает _

х*(хо, Г-/о)=-х*(х(/), T-t) (5.8)
при t^[t0, T]. Очевидно, что (5.8) имеет место в крайне редких

случаях, поскольку множества Ст~'(х(*)) убывают по включе-
нию при <е [t0, Т] и max # , (х) также, вообще говоря, убы-

х<=сг~' (Т(/))
вает, кроме тривиального случая, когда он достигается при всех
l < t < m в одной и той же точке х*(х0, Т—10). Это означает, что
выбор слабоэффективной точки с использованием формулы
(5.6) не является динамически устойчивым.

Для исследования динамической устойчивости арбитражной
схемы Нэша необходимо конкретизировать понятие «консерва-
тивного» решения и точки статус кво. Формально говоря, под
консервативным решением в задаче Г(х0, T—t0) можно пони-
мать любую точку х°(7) множества достижимости С г - ' ° (х 0 ) .
Однако эта точка х°(7') должна являться концом траектории
x°(f), /e[/o, T], определяющей развитие при использовании

управления u°(/), t^[to, T], получаемого экстраполяцией управ-

ления и (т), т<*0- Пусть

(Н"(х0, T-U), 7(х0, T-to))=<t(x(x0, T-t0), H[x°(x0, T-t0)])
— выбор эффективной точки согласно арбитражной схеме ф в
задаче Г(х0, Т—10) при условии, что консервативное решение
есть точка х°(хр, T—to)^CT-f° (x0). Как мы уже видели, точка
(Н(х0, Т—10), х(х0, Т—10)) определяется из условия (см. § 9
настоящей главы)

Ф(>с(хо, T-t0), Н[хО(хо, Г-<о)])-{(Н(х о . T-t0), х(х0, 7 - / 0 ) ) |

max П(Я»-Я1[хО(х0, T-to)]) =
Н>Н[х"(х0, Г-*,)] '" 1
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Пусть x* (t) — оптимальная траектория, соединяющая точку
хосИ(хо, T-t0), т.е. x*(t)\ ,=,D=x0, х*(0 | ( = т = х(х0, T-t0).
Рассмотрим арбитражную схему для текущей задачи Г(х*(*),
T-t), to^t^T. Пусть (H"(x*(0, T-t), x(x*.(0. T-t)) -выбор,
диктуемый арбитражной схемой, т. е.

(Х*(0, T-t), H[x°(x*(0. T-t)]) =

{Н(х*(0, T-t),x(x*(t), Г-

max n(Hi-Hi[x°(x*(t), T-t]) =
H^H[x°(x*(0, T-t)] i-i

= П(Н1(х)-Я1[х0(х*(0, T-t)])}. (5.9)

Динамическая устойчивость означает выполнение условия

х(х*(0. Г-0=х(х 0 , T-to) (5.10)
при всех t^[t0, T]. Как видно из (5.9), это зависит от характе-
ра изменения «консервативного» решения x°(x*(t),T—t) и точки
статус кво Hi(x°(x*(t), T—t)) вдоль оптимальной траектории
x*(t) при t^[to, T]. Предварительный анализ показывает, что
(5.10) выполняется в крайне редких случаях.

Что касается метода выбора эффективного (слабоэффектив-
ного) решения, основанного на свертке критериев, то в этом
случае задача сводится к некоторой задаче оптимального управ-
ления с одним критерием, для которой выполнены принцип мак-
симума Л. С. Понтрягина и принцип оптимальности Р. Беллма-
на. Следовательно, полученное в результате эффективное (сла-
боэффективное) решение будет всегда динамически устой-
чивым.

§ 4. ПОСТРОЕНИЕ ПАРЕТО-ОПТИМАЛЬНОГО
МНОЖЕСТВА В ЗАДАЧЕ СБЛИЖЕНИЯ

С НЕСКОЛЬКИМИ ЦЕЛЕВЫМИ ТОЧКАМИ

Пусть состояние данного экологически замкнутого региона
в начальный момент t0 описывается вектором хое/?п (хо>О).
Будем предполагать, что развитие региона на отрезке времени
[Jo. T] может быть описано системой дифференциальных урав-
нений

х=/(х, и), хе/?», ие=(/с=/?<, и>0, (5.11)
где и — управляющий параметр, имеющий смысл капиталовло-
жений для обеспечения развития региона. Компонента х,- в век-
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торе состояния описывает количественное состояние t-й отрас-
ли или t'-ro направления деятельности региона, а i-я компонен-
та управляющего параметра Uj означает капиталовложение в
1-ю отрасль или направление. Мы будем предполагать далее,
что распределение капиталовложений осуществляется центра-
лизованно внешним управляющим центром Ао. Каждому на-
чальному условию х(/ 0 )=х 0 и измеримому программному управ-
лению u(t) при t^[t0, T] соответствует при выполнении стан-
дартных условий на правую часть системы (5.11) единственная
траектория развития региона, определенная на отрезке времени
[to, T].

Пусть Ст~1' (х0) — множество достижимости системы (5.11),
т. е. множество состояний х(Г), в которых может оказаться
регион R в момент Т при всевозможных способах управления
со стороны центра Ао- Будем предполагать в дальнейшем, что
это множество выпукло и компактно.

Пусть результат развития региона может быть оценен не-
сколькими «экспертами» Ви -, Вт, представляющими интере-
сы ведомств по охране окружающей среды, отраслей или на-
правлений деятельности региона.

Каждый из экспертов 5,-, t = l , ..., т, в соответствии со
своим пониманием стоящих перед регионом проблем опреде-
ляет целевую точку Ми к которой, с его точки зрения, целесооб-
разно устремлять развитие при планировании распределения
капиталовложений на отрезке времени [/0. Т]. Целевые точки
Mt могут находиться достаточно близко друг от друга, однако
предположение об их совпадении было бы слишком сильной
идеализацией.

В результате полезность каждой точки х ( Г ) е С г - ' ( х 0 ) (по-
тенциального результата развития региона R) может быть оце-
нена центром Ао с точки зрения ее близости от целевых точек
Ми ..., Мт. Поэтому мы получаем связанный с каждой точкой
х(Т) вектор полезностей

{-Q(x(T),Mt))~Hi(x(T)), (5.12)
где Q — евклидово расстояние между точками х(Г), Mi. (Мож-
но использовать и другие определения расстояния в Rn, напри-
мер, считать эти расстояния различными для различных Mt,
т. е. рассматривать функции (х(Т), Mi). При этом, однако,
мы не получим наглядной геометрической интерпретации опти-
мальных решений. Разумеется, при таком определении нельзя
применить трансферабельный подход, поскольку функции полез-
ностей каждого из «экспертов» имеют строго индивидуальное
содержание.)

Математически задача сводится к нахождению оптимальных
траекторий развития в смысле векторного критерия # ( х ) .

О п р е д е л е н и е . Управление и(0 называется оптималь-
ным по Парето, если не существует такого управления и(/)» что
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Ht{x(T), и(/))<Я,(х(7) , u ( 0 ) , « = 1, .... m,

и хотя бы для одного to #.„' (х(х(7), "п(/))<#,„ (х(7), и(/)),
где # ( х ( 7 ) , и(/))—вектор полезностей при использовании
управления u(t), a x(t) —соответствующая траектория.

Множество оптимальных по Парето управлений мы будем
обозначать через {ир}, а множество соответствующих траекто-
рий, приводящих к реализации этих решений, через {хр(*)}.

Определим структуру множества Парето в нашей задаче.
Выше мы предположили, что множество достижимости
Сг~'о (х0) выпукло и компактно. В множестве Сг~'° (х0) у каж-
дого эксперта имеется своя наилучшая точка х(7), такая, что
Q ( X ( 7 ) , Mi) = min Q(£, Mt). Однако, вообще говоря, ни

1еСГ~< 0(хо)
один из Bi не может гарантировать ее достижение. Можно ожи-
дать, и это естественно, что в результате предварительных пере-
говоров эксперты ограничатся рассмотрением множества терми-
нальных точек, заключенных в некотором смысле «между» наи-
лучшими точками для каждого из Bi.

Покажем, что именно множество точек такой структуры
соответствует множеству оптимальных по Парето ситуаций.

Каждой точке х(7)еС т " '«(хо) соответствует вектор Н(х(Т)) =
= ( - е ( х ( Г ) , Мх), .... - Q ( x ( f ) , Mm)). Пусть х ( х о 7 - * о ) =
= {Я(х(7)) |х(7 1 )еС г - < »(х 0 )}. ' Множество я(х0, Т-10) есть мно-
жество всевозможных реализуемых в момент 7 вектор-выигры-
шей, а подмножество множества х(х0, 7—10), соответствующее
множеству Парето управлений {ир}), обозначим через

х(хо, T-to):

х(хо, T-to) =
А

Пусть Af = conv{M,-, t=>l, ..., h), где conv{M,-, t = l , .... n},—
выпуклая оболочка точек Ai,-. Обозначим через л оператор
ортогонального проектирования из пространства Rn на некото-
рое выпуклое компактное множество В. Под ортогональной про-
екцией точки хе/? п на В (хеВ) будем понимать точку я в х е В :

Q(X, ЯВХ)=ГШП@(Х, у). (5.13)

Данную точку назовем образом, а точку х — прообразом опера-
тора проектирования. Под ортогональной проекцией точки
х е В на В будем понимать саму точку х, а под ортогональной
проекцией ядА множества А на множество В — множество орто-
гональных проекций, входящих во множество А точек на В.

В дальнейшем нам потребуются следующие леммы:
Л е м м а 1. Пусть В — замкнутое выпуклое множество в

Rn и х — некоторая точка, не принадлежащая В. Тогда для
всех у е В справедливо неравенство е(л вх, у)<д(х, у).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Точка ядх существует (так как В
замкнуто) и является граничной. Возьмем произвольную точку

В ут^лях. Поскольку В выпукло, то сох =Яу+ (1 — ЯявХ<=В,
1. По определению точка явх доставляет минимум функ-

ции Q 2 ( X , шх ) = 2 (Xj—Xyj—(1—?и)лвх,) 2- П о э т о м у

п

= 2 2 (лвх,—у{) (х4—лвХ()^0.
1=1

А - О

Отсюда получаем неравенство

—2( (у—лвх) (х—явх) ) ^ 0 .
Следовательно, угол между векторами у—явх, х—лвх не мень-
ше прямого и является наибольшим из всех внутренних углов
треугольника с вершинами (х, явх, у), т. е. g(x, у)^(>(явх, у).
Лемма доказала. _ _

_Пусть х, x e t o i , где сох = ку+(1 — к)у, к^[0, 1], х, х~,

"у- y&Rn- Введем функцию F(X)=Q(X, ШХ ) — д(х, их ).
Л е м м а 2. Из F(K)"^0 при К=0; 1 следует FCk)^O при

всех Хе=(0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Q (Х, ШХ ) И Q (х, шх ) —

положительные величины, то из неравенства £2(х, сох)^

> Q 2 ( X , их ) следует неравенство Q(X, tox ) > Q ( X , ШХ ) при

/.е[0, 1]. Поэтому для удобства вместо F(k) возьмем F' (к) =

= Q2(X, ш х)—Q2(x, сох )• _

Зафиксируем A = X I S ( 0 , 1). Тогда сох, = х = Я,1у+ (1—A.i)y и

= .^[ xi -xi -2(l-ll)yixi-2klyiXi +

Принимая во внимание равенства

F ( 0 ) = 2 (х] -2~хы-5с] +2x~yi),

имеем
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fa)()(\) + 2 {х2. -х2. ]
1=1

-2xT[hy7+(l-h)yT]}=F'(0)+F'(\) +

4- £ (х* —xl+2x7xi—2xlxi),
«-I

где (Xi = Х1У1 + (1 — к\), tji) — точка, симметричная точке х относи-
тельно середины отрезка сох . Проведя простые преобразования,
получим

т — Л =:••> т = Л т '

S (х\ —х* +2xiXi-2xiXi) = 2 (^-д:;)2- 2 (xt-Xi)2-

= е2(х! X)-C»(X, X) = - F ' ( 1 - A I ) .

Окончательно F (Я.1) = F' (0) + F (1) —F' (1 —*,,). Положим ; ч = "/г-

Тогда F'(4~) == 4-[/"(0)+F'(l)]>0.
Аналогично можно показать, что для всех ).i=l/2h, k=l, 2, ...

. . . , / = 1 , 2 , ..., 2 f t - l (>. ;e(0, 1)),

Л е м м а 3. Пусть Вг—r-мерный замкнутый выпуклый мно-
гогранник в Rn с вершинами Bi, ..., B g. Тогда для всех у е В г

и х е В г выполняется неравенство д(у, В,)<]о(х, Б,) хотя бы

для одного te/={l, ..., 9}.
Д о к а з а т е л ь с т в о (по индукции). При г—\ В1 — отре-

зок. Лемма очевидна. Пусть она справедлива для r = k—\. Так
как Вк выпукло, отрезок

ш, = [ / , ё + ( 1 - Я ) л В л х ] е ^ , Ш[0, 1],

где точка | е В ' * - ' — такая, что уешх . По индукции существует
£о€=Л такое, что Q ( | , В,-О ) < О ( Х , В,-О ), где В,с е В * - 1 . Но

0(У. B l 0 ) = Q [ I s + ( l - I ) . - t B f c x , В,о

+ (1 - Г ) в (лв- х, В , 0) < 7 Q (ДГ, Ь1е ) + ( 1 - ^ ) X

Хд(яд*х, В,о ).

Из леммы 1 следует д(яв*х, В ,-„ )<о(х, В,о ), поэтому

То(х, Ви ) + (\-Т.)д(яв* х, В,-о ) < I Q ( X , В,, ) +

+ (1-Т.)о(х, В,- )=о(х, В,- ).
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В результате получим р(у, B io ) < Q ( X , B1O ), toe/, что и требо-
валось доказать.

Л е м м а 4. Пусть Вг—r-мерный замкнутый выпуклый мно-
гогранник в Rn с вершинами Ви ..., Bq, а х, у— некоторые точ-
ки, не принадлежащие Вг. Если найдется точка | е В г , для ко-
торой g(y, f)<g(x, | ) , то о (у, B J ) < Q ( X , В г) хотя бы для одного

Д о к а з а т е л ь с т в о . При | е В ' лемма очевидна. Допус-
тим, что лемма справедлива для-geB*-1, и положим | е В . По
определению Bk~l и Вк существует такой индекс t'o^A что

*-'. Тогда существует точка ?fo еВ*- 1 , для которой

:[0, 1].
Предположим, что Q(y, B ( [ 1 ) > Q ( X , В it ) . Если о(у, 1,0 ) <

< Q ( X . iio )• т 0 согласно индукции существует Bi^Bh-lczBh,
такое, что Q(y, Bi)<Q(x, Bi).

Если Q(y, |,-0 ) > Q ( X , gj, ), то по лемме 2 Q ( | , y)>Q( | , x)
для всех |e<ox =Я|г„ +(1—Я,)В/0, Я,е[0, 1], что противо-
речит условию леммы. Значит, Q(y, Bi0 ) < Q ( X , BI0 ) хотя бы
для одного /о-

л
Обозначим Af=conv{Mi, t = l , ..., n}.
Теорема 1. Пусть М[\Ст-*° (хо) = 0 . Тогда

л л
у.(х0, 71— ;0) = {Я(х) | х е я r_<0 M}

(в этом случае целевые точки недостижимы, рис. 15).
М, хеС г - '»(х 0 ) ,

=Q(y'. ё ) - е ( х - Б). i ^ M ,
и множество У = { у е М | у ' = м>
= я г-<„ у}- Возьмем

у) = mine (у' у). Та-

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь у ' е я Т-и
'. Введем функцию F(%) =

кая точка существует, так как
У компактно. По определению
точки у для всех х е С т~т° (х0)
справедливо неравенство
Р(У)<С0- Тогда из леммы 4
вытекает неравенство е(у',
Mi)<C.Qix> ^i) ХОТЯ бы ДЛЯ
одного i = l, ..., т, т. е.

Н((у')>Нг(х) (5.14) Рис.15.
А

хотя бы для одного 1'еЛ'. А это означает, что Н(у')ей(х0, 71—^
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л
Покажем, что кроме точек множества я r-ta M в мно-

С (х 0 )

жестве С7"-'" (х0) нет точек, обладающих свойством (5.14).

Это значит, что для любых х е С " ' - ( х о ) \ и т-и М най-
С (Хо)

дется точка у е л т_1а М, в которой

# , ( y ) > # i ( x ) для всех i = l , ..., m. (5.15)
Рассмотрим множества

Л Л Л Л Л

Mi = conv(M, я г-<0 , , М), М 2=СОПУЯ Т-и , , м-
С ( Х ) С (ЗД

г-<0 , , М), М 2 С О П У Я
С (Хо) С (ЗД

Л Л Л

Очевидно, что МгсМ\. По лемме 3 для любых х е С м « (xo)\Mi
- Л

существует точка у<=я,\ хеЛ1ь удовлетворяющая неравенству
Л1,

(5.15).
Л А Л

Пусть теперь х е Л 1 2 Х я Г-<0 *А, а Яд/Х — ее образ на
С (ж0)

А

М. Поскольку множество С г-'° (х0) по определению выпукло
Л

и я т-и MczC г~'° (х0) (ввиду пустоты множества
С (ж0)

Л

М(]С т~(' (х0)), где Ст-'°> ( х 0 ) — граница множества

С7"-'» (х 0)),то существует точка х ' е я т_и М(](а\ , со х =
С (Хо)

= Ях+(1—Я,)лмх, Яе[0, 1]. Эта точка является искомой, ибо
по лемме 1 она удовлетворяет неравенству (5.14).

л
Итак, только точки множества я т-и М обладают свойст-

С (х 0 )

вом (5.15).Следовательно, х(хо,Т—10) = {Я(у) | у е я г-/0 Л1}.
С ' (Хо)

Теорема 2. Пусть Мс:Ст~<° (х0). Тогда

х(дг0, Г-io) = {Я(х) | х е я с т-и м М=М)
(в этом случае все целевые
точки достижимы, рис. 16).

Доказательство. Возьмём в
качестве множества В из лем-

л
мы 1 множество conv{x', Л1}
и воспользуемся леммой 3.

Л

Для любого х&М существует
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л
того, по той же лемме для любого х е М и всех уеЛ1 неравен-
ство Я,(у)>Я,(х) выполняется хотя бы для одного i^N.

Мы установили, что Парето-оптимальными могут быть толь-

ко векторы выигрышей на множестве М. Покажем, что все век-
торы этого множества являются таковыми.

Пусть х, yeAf, хФу. При r = I M есть отрезок с концами
М\ и М%. Имеем

M2)=e('W,, у)+с(У, Af2) -=o(Afi, х)+о(х, M2).

Но так как x=^y, Q{MU y)<Q(Mi, x) либо e(Af2, y)<e(M 2 , х).

Поэтому Я(у)ех(х 0 , T—10).
Пусть теорема справедлива для r — k—\. Рассмотрим луч

Z% с началом в точке х, проходящий через у, если r = k. Тогда
существует точка zeZ, v, такая, что Q(X, z)= max Q(X, Z ) . Оче-

видно, что z лежит на границе М, т. е. принадлежит (k— 1)-мер-
л

ной грани ^-мерного многогранника М. По индукции Я ( г ) е
л

ех(х 0 , Т—10). Тогда по определению Парето-оптимального ̂ мно-
жества существует хотя бы одно k^N, для которого//,-„ ( z ) >
> Я 1 о (х), или, что то же, Q(Z, M ,„)<р(х, Л1,„).

Учитывая, что у е о ^ =Ях+(1—X)z, >.е[0. 1], имеем

Q(y, Af,. ) =QT?.x+ (1-^)7, Ai,0 ^ l ^

X , M,0 ) + (i_T

т. e. e(y, M t 0 ) < Q ( X , M 1 O ). Значит, Я(у)еу,(х 0, T—10).
Поменяв местами х и у, аналогично получим, что Я ( х ) е

х(х0, Т—10).

Таким образом, для всех у е М е з я T-t0 M н только для
С (х0)

них Я(у)еи(х 0 , Г— to)- Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть точки Mt,''i=*.i, ..., п, расположены таким

образом, что Mz}CTt° (x0). Тогда

и(хо, 7-/ 0 ) = { Я ( х ) | х е л с г-<0 ( х ) /И = С^' .(х о )} = Е(хо, T-t0)
(в этом случае все целевые точки недостижимы, но цели экспер-
тов сильно отличаются друг от друга, рис. 17).

Доказательство следует из теоремы 2, если множества М и
Ст~'« (л'о) поменять местами.

Рассмотрим общий случай расположения точек М,-, i—l, ...
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Рис. 17. Рис. 18.

..., т, относительно множества СТ~*° (хо) (рис. 18).
Пусть существует такое разбиение т=(Л^, JV2) множества

N (NiUN^N, N№2=0), что

Теорема 4. В игре Г(х0> Т—10) х(х0, Т—10) = {#(x) |

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Ni — 0 , то выполняются усло-
вия теоремы 1 или теоремы 3 соответственно, когда

Л

М(]Ст-{« ( х о ) = 0 или С7"-'» (хп)с:Л1 (здесь остается еще случай

, Ст~'° (х„)ПМ¥=0). Еслиr
~'° (xo), Ст-

л
то МаС

т
-'° (х

0
), и мы находимся в условиях теоремы 2.

Л Л

Будем считать, что Ni, Ы2ф0. Введем обозначения Л11 = Л1 П
Л Л .-• Л д Л

•-'. (хо), х ^ у ' . (5.16)

Пусть
л

у ' е я с т-и х М
Нужно показать, что

Нг(у')>Нг{х) (5.17)
хотя бы для одного teW. Для этого рассмотрим два случая:

1) уеЛ^!. В данном случае доказательство неравенства
(5.17) проводится аналогично доказательству теоремы 2;

Л ' Л
2) у ' е я г_*0

С (Хо)

Л

Af2-Тогда для любых х из
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(5.16) и уеУ, где У = { у е М 2 | л r_ t n У=у'}, выполняется
_ _ С (Хо)

неравенство е(у', y)<Q(x, у). Поэтому неравенство (5.17) вы-
текает из леммы 4.

Итак, множество я т-_,о Л4состоит только из точек, удов-

летворяющих условию (5.17).
л

Покажем, что кроме точек множества я г-/0 М в множе-
С (хо)

стве Ст-{<> (х0) нет точек, обладающих свойством (5.17),

т.е. что для любых хеС г-'»(хо)\-л т-и М найдется такая
С {xvi)

точка у е л т-и М, в которой о(у, М г )<о(х, Mt) для всех
С (Хо)

i e N . Рассмотрим множество Л4З = СОПУЛ г-и • М. По лемме 3
С <Хо)

А -~ А

для любых х е С м « \ / И 3 существует точка у е я г-/0 Л1з
С (

х е М 3 ) такая, что о(у, M , X Q ( X , Afj) для всех
Л А. Л Л

Пусть теперь х е ( Л 1 3 \ л , г_/0 М). Если ямхеМ], то точка
С (Хо)

~ Л Л А

у — искомая (см. лемму 3), т. е. у=ямх. Если же я^хеМг,
Л Л Л

то Ядгхел т-и М, но существует точка х ' е я r -t 0С (х0) С (
А

(ох,где«'х =Ях+(1—Я)ямх, Хе[0,1], и по лемме 3 Q(X', ) ;
< Q ( X , Mi) для всех i = l , ..., п (если в качестве 5^ взять

л
conv(x'convTt т-h М)), т. е. х' есть искомая точка у.

С (х0)

Случай, когда М,-ё!=Сг-*° (х0), Сг-'« (хо)^Л1, однако
л

Сг~'° (хо)ПЛ^¥ :0, доказывается аналогично теореме 2. Теоре-
ма доказана.

Теоремы 1—4 дают конструктивный способ построения Па-
рето-оптимального множества при различных расположениях
«целевых» точек относительно области достижимости.

§ 5. ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ МОДЕЛЬ
УПРАВЛЕНИЯ РАЗВИТИЕМ

В настоящем параграфе мы построим математическую мо-
дель развития экологически замкнутого региона в предположе-
нии, что на него оказывают влияние несколько сторон (игро-
ков) В\ Вт, представляющих интересы различных отраслей
и ведомств по охране окружающей среды. При этом полезность
(функция выигрыша) той или иной траектории развития для
игрока Bt находится по формуле (5.12) через целевые точки
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Mi, 1 = 1, .... in, определенные для каждой из сторон В\, ..., Вт.
Будем предполагать, что развитие региона на отрезке време-

ни [t0, Т] может быть описано системой дифференциальных
уравнений

x=f(x, ui, ... ,и„), х е # ' , u,-ei/,-c:Comp Rl, (5.18)

где Ui^Ui — управляющий параметр, выбираемый стороной
5,(i-M игроком).

Таким образом, мы имеем неаитагонистическую дифферен-
циальную игру m лиц В\,.... ,Вт (подробную формализацию
игры читатель может найти в [38], глава 4).
. Предложим, некоторый принцип оптимальности, который
хотя и напоминает принципы теории Неймана — Моргенштерна,
однако свободен от предположения трансферабельности выиг-
рышей игроков. По существу нетрансферабельность выигрышей
означает,'что каждой точке x ( 7 " ) e C - ( i (x0) соответствует един-
ственный дележ. Каждой коалиции S будем сопоставлять неко-
торое множество, состоящее из всех таких векторов (дележей),
которые коалиция может гарантировать своим членам. Понятия
дележа и доминирования также будут изменены.

Обозначим получившуюся дифференциальную неантагонис-
тическую игру через Г(^о. *о)-

О п р е д е л е н и е 1. Под дележом в игре Г (to, x0) с терми-
нальными выигрышами будем понимать вектор

И(х(Т)) = {Н{(х(Т)), t = l , ..., m}, х(Г)<=Сг-<о ( Х о ).

Множество дележей, реализуемых в игре Г(^о, х0), обозначим
через E(tQ, хо).т.е. E(t0, х„) = { Н ( х ( Г ) ) : х ( 7 ' ) е С ^ . (х0)}. Под
решением игры Г (to, x0) будем понимать некоторое подмноже-
ство M(t0, xo)czE(to, x0) реализуемых в игре дележей. В зави-
симости от способа задания подмножества M(t0, x0) получаем
те или иные критерии оптимальности в дифференциальной игре
Г (to, хо) с терминальными выигрышами. Далее укажем конк-
ретные виды множеств М (/0, х0).

Для каждой коалиции определим множество V(S), которое
будем называть характеристическим множеством коалиции 5:

1) V(0)=O;
2) V(N)=E(to,xo);
3) для определения V(S) при БФМФ0 рассмотрим семей-

ство вспомогательных антагонистических дифференциальных
игр Г у (t0, х0, S) при уеС г - ' « (х0).

Игра Г у (/о, Хо, S) является антагонистической дифферен-
циальной игрой между коалицией S, выступающей как макси-
мизирующий игрок, и коалицией Л^\5, выступающей как игрок
минимизирующий. Множества стратегий игроков представляют
собой декартовы произведения множеств стратегий участников
коалиции, т. е. множества D<S)=I1Z)('> для коалиции S и мно-

172



жества D^ 8>=П DW для коалиции N \ S [38]. I Элементы
i N S>

множеств Z)(S> и D^ s> будем обозначать соответственно через
cps и q>N\s- Через x(t) будем, как и прежде, обозначать решение
системы (5.18) при начальном условии Хо. Выигрыш для игрока
S в каждой ситуации (cps, флла) определяется следующим
образом: K(t0, x0, tps, фл- , s ) = — Q ( X ( T ) , У), где х(7) —траекто-
рия в ситуации (фв, <pN\s) из начального состояния х0. Выигрыш
игрока iV^5 полагаем равным —К. Хорошо известно, что зна-
чение такой игры всегда существует в классе кусочно-про-
граммных стратегий. Обозначим его через val ry(to, х0, S).
Пусть

y(S)={ye=Cr-', (xo)|vair t f .(*„, х0, S)=0} .
Из определения значения игры и множества y(S) следует, что
для всех y e y ( S ) коалиция S может гарантировать для любого
е>0 е-сближение с у.

Определим теперь множество V(5): V(S) = {Н(х(Г)) |
x(T)—y^y(S)}, т. е. V(S) есть множество тех дележей, кото-
рые коалиция S может гарантировать с любой наперед задан-
ной точностью е>0. Таким образом, для каждой коалиции S
мы определили характеристическое множество V(S).

Л е м м а 5. Характеристические множества коалиции обла-
дают следующими свойствами:

1) V ( 0 ) = 0 ;
2) V(RUS)=>V(R)\jV(S), если
3) V(S)czV(N) для всех R, S
Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойства 1) и 3) вытекают непо-

средственно из определения V(S). Для доказательства свойства
2) предположим, что дележ Н принадлежит V(S). Тогда суще-
ствует такое у е У ( 5 ) , что # j = #,(y), t = l , ..., т. Покажем, что
для любого S'ZD5 y(S')zzy{S).

Действительно, пусть y e y ( S ) , это означает, что vairv(/0, хо,
S)=0. Поскольку S'ZDS, TO тем более vairy(rfo, x0, S ')=0, так
как если коалиция S гарантирует сближение с у на расстояние
меньше е, то это может гарантировать и любая коалиция 5 ' = J S
(всегда возможна следующая стратегия: игроки из 5 исполь-
зуют стратегию, е-оптимальную в игре Ty(t0, x0, S), а игроки из
S'^-5 — усечение на множестве S ' \ S е-оптимальной страте-
гии коалиции A/^S в этой же игре). Отсюда получаем, что
y(S')^y(S), что дает y(R{jS)^y(S), т. е. ys=y(R[)S). Послед-
нее по опеделению множества V(/?US) означает, что дележ
Н = {Я 4(у),1=1, ...,n}e=V(/?US).

Таким образом, мы показали, что V(5)cV(/?U5). Заменяя
S на R, получаем V(#)c:V(SU#), и окончательно V(/?|JS)=D
=>V(S)UV(R).

Пусть Н' и Н" — дележи, a S — некоторая коалиция.
О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что дележ Н' домини-

рует дележ Н" по коалиции S(H'>-sH"), если H'eVfS) и
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И'. >//''для всех ШВ; дележ Н'доминирует дележ Н"(Н")»
>-Н"), если существует такая коалиция S, что H'>>SH".

При таком понимании доминирования определения С-ядра и
НМ-решения переносятся из кооперативной теории Неймана —
Моргенштерна на дифференциальные игры без изменения
[5, 33].

Пусть функции выигрыша игрока в Г(/о, х0) имеют вид (5.12).
Оказывается, что в ряде случаев множество х оптимальных по
Парето дележей совпадает с С-ядром н НМ-решением. Для
упрощения дальнейших выкладок будем полагать, что
л

AfflCr-'° (хо) = 0 . Пусть #j = max p(x, Mt), i = l т, и
л

С(М(, Ri) — замкнутая сфера с центром Л14 и радиусом Ri
л л

(здесь и в дальнейшем яМ=л г-/0 Щ- Тогда справедлива
следующая теорема.

Теорема 5. Для того чтобы в игре Г(70, *о) с выигрышами
(5.12) С-ядро совпало с множеством х, достаточно выполнения
равенства

[ПС(Ми Rt)W(S)=0 (5.19)
для всех SczN,

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть условие теоремы выполнено.
л

Докажем, что С-ядро существует и совпадает с множеством х.
Л

Для этой цели достаточно показать, что ни один дележ из х
не доминируется.

Л
Предположим противное. Пусть дележ Н'(х) (хеяМ) доми-

нируется некоторым дележом Н"(у), уеС г-'« (х0). Это озна-
чает, что существует такая коалиция SaN (S^N), что

Н"(у)е= V(S), 7/ '[ ( у ) > я ; (х) (5.20)
для всех i&S. Поскольку H"(y)eV(S), то y e У (5), и из усло-
вия (5.20) имеем

- Я ; ' ( у ) = е ( у , Mt)>Rt

л
хотя бы для одного i&S. Однако для всех хеяМ Q(X, M{) =
= -Я/(х)<Я,- (см. (5.19)), что противоречит неравенству (5.20).

Л
Поскольку точка хеяЛ1 выбиралась произвольным образом, то
теорема доказана.

Теорема 6. Для того чтобы в игре Г(*о, х0) с выигрышами
(5.12) существовало НМ-решение L, достаточно, чтобы имело
место равенство

У(ЛГч{0)ПС*=7. (х о )=0 (5.21)
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для всех i = i , ..., т, где С г~'° (х0) — граничные точки множест-
ва Сг~'° (х0). В этом случае множество х оптимальных по Па-

л
рето решений совпадает с НМ-решением, т. е. L = x .

л
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что яМаСТ-*° (х0). Из

Л
условия теоремы следует, в частности, что y(S)(]nM=0 для
всех БфЫ, поскольку при S=?<=N SczN\{i} для некоторого
te=AT.

Пусть Н', Н"ех(х 0 , Т—10). Покажем, что они не могут доми-
л

пировать друг друга- Из определения х следует, что дележи Н',
Н" не доминируют друг друга по коалиции N. Если же H'^-sH"
по некоторой коалиции ScN(S=£N), то по определению доми-
нирования H'(y)eV(S) . Однако это невозможно, поскольку по
определению V(S) в данном случае у е У ( 5 ) . В то же время

Л Л

Н ' е х и, следовательно, уеяЛГ В результате получаем
л

У(5)Г)яМ#0 для некоторого S=£N, что противоречит (5.21).
Второе свойство НМ-решения всегда выполняется для мно-

Л
жества х(х0, T—to).

Теоремы 5, 6 дают конструктивный способ построения мно-
жества оптимальных по Парето дележей, С-ядра и НМ-решения.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть yeAf(/0, х 0). Управление u(t) и
соответствующая_ей траектория х(/) называются условно-опти-
мальными, если х(^о)=хо, х ( Г ) = у . _

Рассмотрим_текущие игры Г(/. x(f)) и соответствующие им
решения M(t, x(<)). По определению при всех to^t^T M(t,
x(t))^E(t, x(0), где £(/,х(/)) = {Н(х):хеСг-« (Г(0)}. Вви-
ду нетрансферабельности выигрышей E(t, x(t))c=E(t0, x0) при
всех t^>to. Вообще_ говоря, легко показать, что при всех

<t"^T E(t", x(t"))aE(t', x(f)).
О п р е д е л е н и е 4. Решение М (t0, x0) называется динами-

чески устойчивым в игре Г(*о. х0) с терминальными выигрыша-
ми, если для каждого Н(у)еМ(^о, х0) найдется хотя бы одна
условно-оптимальная траектория х(/)=х 0 , х(7')=у, такая, что*
Н(у)= П M(t,x(t)).

to<t<T
Условно-оптимальные траектории, соответствующие дележам

из устойчивого решения, будем называть оптимальными траек-
ториями.

Динамическая устойчивость решения гарантирует разум-
* Имеет место равенство, так как множество М(Т,

т.е. состоит из единственного дележа, компоненты которого есть выигрыши в
точке х(Г)=у.
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ность движения вдоль оптимальной траектории х(/) в каждый
момент времени, поскольку при всех /е[/ 0 , Т] дележ в конеч-
ном состоянии у продолжает удовлетворять критерию оптималь-
ности, т. е. H(y)e iH(^ х ( 0 ) при всех te[/0, T]. Нарушение
этого условия могло бы привести к необходимости изменить
коллективное решение игроков (дележ Н (у)) в любой момент

t, когда Н(у)ёА1(<, х ( 0 ) .
_ _ л

Пусть x(t), x(to)=xo, х(Г)=у, у е л М — оптимальная траек-
л л

тория. Обозначим через пМ проекцию множества М на множе-
_ л

ство С т - '(х(/)). Поскольку у е я М , то она является ближайшей
л

в множестве Сг~'° (х0) точкой к некоторой точке zeiM, т. е.
Q(Z, y ) = min Q(Z, у').

у'е=С Г~'°(х0) _
Поскольку Сг-'« (x(0)crCT-'o (xo), уе=Ст-'(х(/)_), то у будет
оставаться точкой, ближайшей в множестве Ст~1 (х (t)) к точке г
при всех fe[/o> Т], т. е. при всех t^[t0, T] она будет проек-

л
цней г на множество С г - '(х(/)), а следовательно, у е я М ( 0 при
всех t<=[to, T].

Из теоремы 4 вытекает, что множество дележей, оптималь-

ных по Парето в игре Г(/, х(/)), имеет вид x(x(t), T—t) =
л

= {H(y')\y'^aM(t)}- Поскольку yt=nM(t) при всех t(=[t0, T],
л

то Н(у)ех(х(/), T—t) при всех /е[^о, Т]. Отсюда получаем
следующую теорему об устойчивости оптимальных по Парето
дележей.
_ Теорема 7. Для любой условно-оптимальной траектории
х(/) в игре Г(^о, х0) с выигрышами (5.4.3) дележ| i = l /и}

принадлежит множеству дележей, оптимальных по Парето,
л
x(x(0 . T—t) для всех текущих игр Г(*, x(t)) при t^[to, T],
т. е. множество дележей, оптимальных по Парето, динамически
устойчиво.

Заметим, что эта теорема является следствием более общего
результата из § 3 о динамической устойчивости Парето-опти-
мальных решений.

Пусть yt(S) = y(S, t, x(t)). Следующие теоремы являются
следствиями из теорем 5—7. В них под С-ядром в игре с нетран-
сферабельными выигрышами будем понимать множество недо-
минируемых в смысле определения 2 дележей (в отличие от
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определения доминирования для игры с трансферабельными вы-
игрышами здесь возможно доминирование по множеству всех
игроков). Аналогично, допуская возможность доминирования
по множеству всех игроков, понятие НМ-решения (определение
см. в [5, 33]) переносится на случай игры с нетрансферабель-
нымн выигрышами.

Теорема 8. Если для всех ScN, S=£N, имеет место равен-
ство

[ П С (Mi, Ri(t))]r\yt(S)¥=0, to<t<T,

то в игре с выигрышами (5.12) С-ядро динамически устойчиво.
Здесь Ri(l)= max g(x, Mt), i=\, ..., т.

xe=nM(t)
Теорема 9. Если для всех i=], ..., т и / е | 7 0 , Т] имеет мес-

то соотношение yt(N^{i})C\CT-'(x(t))=0, то в игре с выигры-
шами (5.12) НМ-решение динамически устойчиво.

Другим примером динамически устойчивых решений являет-
ся множество дележей в ситуации равновесия по Нэшу.

П р и м е р . Пусть система (5.18) имеет вид

х = И1 + ы2 + "з, х—(дг.ь х2)^Е2,

«<={"', . « ; } • 1« . |<1 . ' = 1,2, 3 ,х(0)=х 0 = 0,

JV={1, 2, 3}, M={Mlt Ма, Мя}, МГ\Ст-<° ( х о ) = 0 , 7 = 1 .
Множество достижимости Ст-'> (х0) (рис. 19) представляет

собой круг радиусом /?=3 с центром в точке х(0) =0. Множест-
л

во яМ совпадает с дугой АВ.

Рис. 10.
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Пусть у^АВ, x(t) = 0y —^оптимальная траектория и при
[0, 1] множество Ст~~х (х(т)) — круг, касающийся множест-

Л
ва Сг~'° (х0) в точке у; множество яМ(т) совпадает с дугой
А'В', являющейся ортогональной проекцией треугольника

M = AMiM2M3 на круг С 7 ' - Т ОФ))- Поскольку в данном случае
условия теорем 8, 9 очевидным образом выполняются, то

= {-Q(y, Мх), -Q(y, М2), - Q ( y , Af8

при всех т е [0, 1], т. е. существуют динамически устойчивое
С-ядро и НМ-решение.

Задачи оптимального планирования, учитывающие экологи-
ческий фактор, являются по существу многокритериальными.
При рассмотрении многокритериальных задач оптимального
управления возникает нетривиальный вопрос о динамической
устойчивости принципов оптимальности, который практически
отсутствует в классических однокрнтериальных задачах. Ока-
зывается, что множество Парето-оптимальных решений динами-
чески устойчиво, однако процедура выбора конкретного реше-
ния из этого множества может таковой не оказаться.

Построение Парето-оптимальных множеств в общем случае
представляет серьезную проблему, в то же время в задаче пер-
спективного планирования экологически замкнутых регионов
с конечным числом целевых точек она оказывается вполне раз-
решимой. Множество Парето-оптимальных решений в этом
случае строится как проекция выпуклой оболочки целевых
точек на множество достижимости системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, описывающих процессы развития.
При наличии нескольких заинтересованных в развитии сторон
можно воспользоваться аппаратом теории неантагонистическнх
дифференциальных игр. В этом случае также удается найти
эффективные способы построения принципов оптимальности
для решения задач сближения с конечным числом целевых
точек.



Глава 6

экология
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО

ПРОИЗВОДСТВА

§ 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПЛАНИРОВАНИЯ
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО ПРОИЗВОДСТВА

С УЧЕТОМ ВЫПОЛНЕНИЯ БАЛАНСОВЫХ СООТНОШЕНИЯ

При планировании развития отраслей сельского хозяйства
важную роль играют межотраслевые балансовые соотношения,
учитывающие внешние и внутриотраслевые потребности, и рас-
пределение производства сельскохозяйственной продукции по
регионам. Поскольку экология есть наука об отношениях расти-
тельных и животных организмов и образуемых ими сообществ
между собой и окружающей средой, выполнение межотраслевых
балансовых соотношений в процессе развития и правильное
региональное планирование составляют одну из основных эко-
логических задач для сельского хозяйства.

Исключительное значение приобретает рациональное соот-
ношение отраслей животноводства, которые являются одним
из основных потребителей сельскохозяйственной продукции.
Считая конечным результатом развития достижение запла-
нированных показателей по основным видам сельскохозяйст-
венной продукции, необходимо ставить задачу на минимизацию
затрат, связанных с достижением этих показателей за счет вы-
бора правильного соотношения отраслей животноводства и
растениеводства, рационального регионального планирования
и обязательного выполнения основных балансовых соотноше-
ний между отраслями. Минимизация затрат естественным обра-
зом ведет к минимизации времени достижения запланирован-
ных показателей.

Поскольку сельское хозяйство является одним из источни-
ков загрязнения окружающей среды и его развитие приводит к
изменению природного ландшафта и вытеснению популяций
диких животных из традиционных ареалов обитания, то при
планировании должны учитываться и эти факторы.

Мы будем считать фиксированными нормативные задания
по производству основных видов сельскохозяйственной продук-
ции на конец периода длительного планирования, а также
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основные балансовые соотношения между отраслями сельско-
хозяйственного производства. Задача состоит в построении
плана распределения ежегодных капиталовложений по отрас-
лям сельскохозяйственного производства, который бы сохранял
балансовые соотношения между отраслями, обеспечивая одно-
временное выполнение нормативных заданий по всем отраслям
сельскохозяйственного производства на конец периода дли-
тельного планирования. Ставится также задача нахождения
наиболее рационального плана развития сельскохозяйственного
производства с точки зрения сглаживания существующих дис-
пропорций между отраслями.

Перейдем к математической постановке задачи. Индексами
i = l , 2, ..., п будем обозначать различные отрасли сельскохо-
зяйственного производства. Предположим, что состояние каж-
дой отрасли может быть описано одним числовым параметром.
Пусть z° — начальное количественное состояние отрасли и
Предполагается заданным перспективный план развития _всех
отраслей сельскохозяйственного производства z=(z i , Z2, ..., z,-,...
... ,2„), определенный на конец некоторого периода длительного
планирования (20—25 лет). В плане z компонента z* означает
планируемое количественное состояние отрасли i на конец это-
го периода. План z может быть определен путем решения неко-
торой вспомогательной оптимизационной задачи, которая будет
рассмотрена ниже.

Будем_считать, что_вектор г представлен в виде суммы двух
векторов z = x+y, где х = (хи х~2 ~Jc,- ,-.. ,~хп)^0 — вектор про-
изводства продукции, идущей на потребление (т. е. используе-
мый вне рассматриваемых отраслей сельского хозяйства), а
вектор у=(у\, у% ..., Ui, ..., yn)^Q — вектор производства про-
дукции, используемой при производстве.

Предположим, что основным показателем работы сельского
хозяйства является вектор х, а вектор у так же, как и вектор г,
рассчитывается по вектору х.

Пусть задана матрица баланса А = {ац}, а,-^0, в которой
элемент a,j представляет собой количество продукта отрасли /,
необходимое для производства единицы продукции отрасли i.
Очевидно, что для всех /' выполняется равенство

2(Xi+Hi)a.ij=y;, /=1 п, (6.1)
с _ _

или в матричной форме (х+у)Л = у, или хЛ = у(£—А).
Если в уравнении (6Л) вектор х считать известным, то его

решение относительно у даст количество продукции, достаточ-
ное для реализации плана х.

Уравнение (6.1) будем называть балансовым уравнением.
В случае невырожденности матрицы Е — А, зная план х̂  из
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((э.Г) можем определить план у и затем сформировать план
Т\ z = x + y.

В рассматриваемой модели перспективный план производст-
ва z = x + y считается заданным но всем отраслям сельского хо-
зяйства. Ставится задача перевода отраслей сельского хозяйсг-
ва из некоторого начального состояния z° = x°+y0 в состояние г.
Предполагаем, что заданы ежегодные суммарные капиталовло-
жения, направляемые на развитие сельского хозяйства:
ДС(Ог^0, н задача заключается в распределении этих капита-
ловложений но отраслям таким образом, чтобы_ довести мощ-
ности производства до планируемого состояния г (из состояния
z°).

При этом должны выполняться следующие условия:
1. Достижение уровня г должно произойти одновременно по

всем отраслям.
2. На каждом этапе развития производства должно соблю-

даться уравнение баланса (6.1).
. 3. Развитие производства должно быть в каком-то смысле

оптимальным (например, в смысле ликвидации диспропорции
между отраслями).

4. План распределения капиталовложений по отраслям
должен быть обеспечен внешними ресурсами, необходимыми
для развития производства х, помимо ресурсов у, идущих
на производство х. Если план распределения капиталовложе-
ний не обеспечен ресурсами, то часть капиталовложений долж-
на направляться на развитие производства ресурсов (ресурсов,
обеспечивающих развитие сельского хозяйства).

Пусть Az(t) =Ax(t) +Ay{t)—приращение производства в
год t. Для простоты будем считать, что развитие отраслей сель-
ского хозяйства происходит пропорционально направленному
на это развитие капиталовложению, т. е. Лг,-(/) —s,-»,-(/),
i = l , ..., п, где Uj(/)^O — капиталовложение, направляемое на
развитие отрасли L

Пусть существует некоторый план распределения капитало-
вложений по отраслям сельскохозяйственного производства,
удовлетворяющий условиям 1, 2. Обозначим его u(/) = {«i(/), ...
...Mn(t)}. Тогда в си£у линейности системы любой план вида
uu(t) = {uU\(t), ..., uui(t), ..., ам„(/)} обладает тем же свой-
ством.

Рассчитаем теперь ресурсы, необходимые для развития сель-
скохозяйственного производства. Пусть Pth — количество ресур-
сов типа k, необходимое для увеличения производства на одну
единицу в отрасли L Тогда количество ресурсов типа k, необхо-
димое для увеличения производства всех отраслей на Лг(/),
равно SAZi(0P.ft.

i
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Пусть Aw1 (/) — вектор производства ресурсов, необходимых
для развития сельского хозяйства, которые имеются в наличии
на данном этапе планирования (в данный год) и могут быть
использованы для этого развития: Aw1 (t) = {Aw k

l ( 0 } > 0 и

vr2(t) = {Aw2

k (£)}^0 — вектор ресурсов, требующих дополни-
тельного привлечения капиталовложений и необходимых для
полной реализации плана развития производства

J u ( 0 = { a M 0 . - . ow,(0 ..., oacn{t)}, u > 0

(если ресурсы Aw'(f) достаточны для реализации au(/), то
2 ( / ) 0 ))
Предположим, что рост производства ресурсов осуществля-

ется линейно в зависимости от капиталовложений. Пусть
Vh(l) —их объем, необходимый для развития ресурса типа к в
год t. Тогда Aw\ (t)=yL,{vk(t).

Для развития производства ресурсов также необходимы
ресурсы. Пусть у/и — количество ресурса типа /, необходимое для
увеличения производства ресурса типа k на одну единицу. Тог-
да для увеличения производства ресурсов на величину
AW2(/) = {AOJ? ( 0 ) = {\ijVj(t)} необходимо увеличение ресурса
типа k на величину

ЪАхю2. ( 0 Y ^ = S ^ J ( 0 Y W - (6.2)
/ ;

Объем ресурсов типа к, необходимый для реализации плана
распределения капиталовложений uu(t), равен

Объем капиталовложений АС(1), направляемых на развитие
сельского хозяйства, слагается из двух частей: AC(t)=ACi(t) +
+ AC2{t). Здесь AC\(t)=aZiii(t) —капиталовложение на раз-

витие собственно сельскохозяйственного производства и
С 0 0 — к а п и т а л о в л о ж е н и е на развитие сопутствую-

щего производства ресурсов, необходимых для развития сель-
ского хозяйства. _

Для того чтобы план au(t)~^0 был обеспечен ресурсами, не-
обходимо выполнение условия

(6.3)
i к

Поскольку целью является не развитие ресурсов для развития
сельскохозяйственного производства, а развитие самого произ-
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водства, то естественно направлять максимальный объем капи-
таловложений на развитие сельскохозяйственного производства.
Это приводит к следующей задаче максимизации:

шаха при условии (6.3),

что и означает максимизацию доли капиталовложений на раз-
витие сельскохозяйственного производства.

Допустимое решение задачи (6.3) всегда существует. Доста-
точно положить а = 0, У Л ( £ ) = 0 ДЛЯ всех It.

Решение задачи дает коэффициент а и план {Vh(()} распре-
деления капиталовложений по отраслям, производящим ресур-
сы. Отсюда получаем также величину ДС|(/)=и2И{(/)—капи-

таловложение в год t на развитие сельскохозяйственного произ-
водства.

Сформируем теперь план распределения капиталовло-
жений _ по отра£лям сельскохозяйственного производства
u(t) = {ui(t), ..., Ui(t) un(t)}, удовлетворяющий условиям 2
и 3, поскольку, как мы уже убедились, выбором множителя а
всегда можно добиться выполнения^ условия 4. Итак, пусть за-
даны план z и его составные части х и у. Пусть далее z° = x° + у 0 —
начальный уровень производства, соответственно разбитый
на х° и у0. Задача заключается в переводе точки z°->z одно-
временно по всем отраслям с соблюдением условия баланса
(6.1).

Пусть и(/) —такой план. Тогда и(/) можно представить в
виде суммы двух слагаемых: u(t)=ul{t)+u2(t), где ul(t) —
план распределения капиталовложений, гарантирующий дости-
жение точкой х° точки х, а и 2 (0 —план распределения капита-
ловложений, гарантирующий достижение точкой у0 точки у.

Выпишем уравнение баланса (6.1) для приращения сельско-
хозяйственного производства в год t:

(6-4)

(здесь, очевидно, Дг.;(0 =AXj(t) +A</.j(/)). Подставим в уравне-
н и е ( 6 . 4 ) в ы р а ж е н и я Ayi{l)=siu] ( t ) , AXi{t)=Siu\ ( t ) . П о л у -
чим балансные соотношения для ежегодных капиталовложений

Если уравнение (6.4) соблюдается в каждый год t, то имеет ре-
шение и последнее уравнение. Однако может оказаться, что
суммарное капиталовложение

где Vk(t) — капиталовложение на развитие ресурса типа k, не-

183



обходимого для реализации плана и(/), т. е. суммарные затра-
ты в год t не будут равны объему капиталовложений ДС(7) на
развитие сельского хозяйства. Но всегда можно найти такое
v>0, что

пли

_ _
»S«! (0+v 2 «,2 ГО+v

Полагаем 2 v u ? ( O + 2 vu,~(0 =ACi(O, где AC,(t) имеет

смысл объема капиталовложений непосредственно на развитие
сельского хозяйства.

Если мы теперь положим

и! (0=™\ (t);Tt C0=vP (t),7h(t)=vvk(t),

то вновь полученный план распределения капиталовложений по
отраслям вместе с производством ресурсов удовлетворяет усло-
виям 1—4.

При формировании плана распределения капиталовложений
по отраслям сельскохозяйственного производства основной
проблемой является формирование плана распределения капи-
таловложений ul(t) = {u\ (I)}, обеспечивающего развитие про-
изводства из состояния х° в состояние х, поскольку планы раз-
вития u2(t) и v(t) вычисляются по плану u1 (t).

Если не ставить оптимизационных задач, то существует це-
лое множество допустимых_планов распределения капиталовло-
жений, переводящих х° в х одновременно по всем отраслям.
Как показано в [18], одним из лучших планов этого типа явля-
ется введенный В. И. Зубовым [17] опорный план распределе-
ния капиталовложений. Согласно этому плану капиталовложе-
ния в отрасли сельскохозяйственного производства пропорцио-
нальны отставанию этой отрасли от выбранных нормативов.
Опорный план вычисляется по следующей формуле:

Ti) (0= v £ ' У

[

Отметим, что опорный план обладает тем свойством, что в каж-
дый год /, <=0, 1,..., Т— 1, состояние сельскохозяйственного про-.
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нзводства удовлетворяет уравнению баланса (6.1), если исход-
ная задача поставлена корректно.

Действительно, начальное состояние z°=x o +y° удовлетво-
ряет уравнению баланса. Планируемое на конец периода дли-
тельного планирования (20—25 лет) состояние z=x-fy должно
быть сбалансированным, поскольку в противном случае сама
задача была бы экономически некорректной. Допустим, что со-
стояние z(t)=x(t)+y(t), получившееся в год t в результате
применения опорного плана развития, является сбалансирован-
ным (т.е. удовлетворяет (6.1)), покажем, что то же имеет мес-
то и для состояния z ( / + l ) = х(/ + 1) +у(<+1), где

*< ACl(t),

i

Действительно,
[x(t+\)+y(t+l)]A=z(t+l)A =

= {x(0 +y(t)+ Tf-^']-^ AC, (t))A =
S [Zi-Zi(t)]/Si
i

A ( 0 7 ^ i ^ z(t)}A =

(поскольку в (6.1) имеем (х+у)Л==у)
В координатной записи получим

где ы? имеет вид

что и требовалось доказать.
Опорный план гарантирует:
1. Одновременное достижение по всем отраслям состояния

z = x+y, сбалансированность и обеспечение плана развитием
производства ресурсов.
- 1. Сглаживание диспропорций в развитии сельского хозяй-
ства, поскольку при его реализации «подтягивание» отраслей
происходит пропорционально их отставанию.
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Само существование опорного плана u](t), u2(t) гарантиру-
ет существование по крайней мере одного плана распределе-
ния капиталовложений, удовлетворяющего условиям 1, 2, 4, по-
этому можно ставить задачу об оптимальности развития.

§ 2. ПЛАНИРОВАНИЕ ПРОИЗВОДСТВА
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОЙ ПРОДУКЦИИ ПО РЕГИОНАМ

И УЧЕТ ЭКОЛОГИЧЕСКИХ ТРЕБОВАНИЙ

Здесь мы обратим особое внимание на составление опти-
мального перспективного плана сельскохозяйственного произ-
водства на конец периода длительного планирования (20—25
лет). Отметим, что в предыдущем параграфе мы сознательно
избегали этой задачи, решая в основном проблему оптималь-
ного перехода из указанного начального в уже каким-то обра-
зом найденное конечное состояние сельскохозяйственного про-
изводства. Иными словами, мы не обсуждали вопрос ^спосо-
бах вычисления оптимального перспективного плана г, кото-
рый предполагали заданным. Остановимся на этой задаче при-
менительно к отраслям растениеводства (животноводство мы
пока рассматривать не будем). Для простоты рассмотрения
ограничимся двухуровневой моделью распределения капитало-
вложений по отраедям и регионам сельскохозяйственного про-
изводства.

Все сельскохозяйственное производство можно разбить на
основное и вспомогательное. К основному производству отно-
сится возделывание различных культур сельского хозяйства, к
вспомогательному—различные виды сельскохозяйственного
строительства. Объем сельскохозяйственного строительства рас-
считывается по объему основного производства через задавае-
мые определенным образом нормативы.

В свою очередь, земли, отведенные под сельскохозяйствен-
ные культуры, делятся на мелиорируемые н немелиорируе-
мые. Поскольку стоимость возделывания одной и той же куль-
туры на землях разного типа различна, то основное сельскохо-
зяйственное производство также можно разбить на две части.

Пусть нам необходимо запланировать развитие сельского
хозяйства на длительный период [to, Т], где to — начало плани-
руемого периода, а Т — его конец. Предположим, что в каждый
год (, t^[tQ,T], в сельское хозяйство вкладывается сумма ка-
питаловложений, равная AC(t)~^sO. Эту сумму необходимо рас-
пределить между основным и вспомогательным производством.

Под отраслью сельского хозяйства будем понимать чисто
условно производство одной сельскохозяйственной культуры.
Обозначим через x(t) = {x\(t),.... xt(t),..., хп(0] количествен-
ные состояния отраслей сельского хозяйства на мелиорируемых
землях, а через y(t) = {yl(t), ..., iji(t), .... уп(t)} — состояния
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отраслей на немелиорируемых землях, где * е [to, T] — год те-
кущего планирования. Пусть Щ(Г) — капиталовложение на раз-
витие отрасли i на мелиорируемых землях, a vt(t) — капитало-
вложение на развитие отрасли i на немелиорируемых землях.

Так же, как и в предыдущем параграфе, будем считать, что
развитие отраслей пропорционально объему капиталовложе-
ний, т. е.

где l/si и У/i—расходы на увеличение количественного состоя-
ния отрасли на одну единицу соответственно на мелиорируемых
и иемелнорируемых землях.

Таким образом, наша задача свелась к следующей: найти
такие распределения капиталовложений по отраслям сельского
хозяйства {ui(t)} и {vt(t)}, которые при задаваемых ежегод-
ных суммарных капиталовложениях AC(t) обеспечивали бы
одновременный перевод отраслей из состояния {Xi(t0)} в
(xi(T)} и из {yi(to)\ в {y~i(T)} с учетом необходимости развития
отраслей вспомогательного производства.

Если обозначить через AA(t) объем капиталовложений, иду-
щих на развитие основного сельскохозяйственного производ-
ства, то должно выполняться следующее ограничение:
2 ut(t)+ I Vj(t)=AA(t)y, где у — некоторый коэффициент,
i i

смысл которого будет выяснен впоследствии. _ _
_ Пусть jT(T) = -{x7(T), ..., Xi(T). ..., хп(Т)}, у(Т) = {У1(Т)
УГ(Т), ..., уп(Т)}—планируемые количественные состояния от-
раслей соответственно на мелиорируемых и немелиорируемых
землях. Вычислим опорные планы распределения капиталовло-
жений соответственно на мелиорируемых и немелиорируемых
землях при заданном капитале AA(t) и неизвестном коэффи-
циенте у:

щ(0= _ !*-*'('»'* _ ^A(t)y, (6.5)
' X [x,-xt(t)]l5,+ 2 [y,-yt{l)]ll, K JY

i i

H ( 6 6 )

Приращение производства в данный год t будет равно SiUi(t) =
= AXi(t), liv(t)=Ayi(t). С приращением производства связано
строительство дополнительных сельскохозяйственных объектов.
Обозначим через utk (Pis) число объектов типа k, которые не-
обходимо построить при увеличении производства на одну еди-
ницу по отрасли i на мелиорируемых (немелиорируемых) зем-
лях. Обозначим стоимость строительства одного объекта типа
k через wx

k и и>\ соответственно. При увеличении мощности
производства по отраслям на величину А*,(/) (Ayi(t)) возни-
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кают дополнительные затраты, которые вычисляются следую-
щим образом:

2 да' 2
* < к I 1

2 ^ 2 р»*д^(О= - [- рЛО'.-1 < . (6.7)
* * * L ' J

Здесь «i(0> vi(0 — соответствующие опорные планы развития,
полученные из (6.5), (6.0). Тогда суммарные капиталовложе-
ния в год / должны быть равны

2 w[ 2 uikbx,(t)+ 2 w3

k 2
k ' i k i

ИЛИ

\A(t)y+ 2 WjJ S atkAxi(t)+ 2 < 2 p,*Ai/«(U (6.8)
ft i h i

Однако сумма (6.8) должна равняться SC(t). Подставив в
(6.7) вместо ~ui(t) u~<i(t) их выражения из (6.5) и (6.6), полу-
чаем значение коэффициента у, при котором имеет место ра-
венство

AA(t)y+ 2 wj. 2 atkut(t)si+ 2 w2

k 2 fLtku
k i k i

-ACft)
i i

или
S ic'1 lo(*[T,-*,(<)]+ - wj 2 p,*[i/7-i/,("O]l

или

1+ —r^r. M . ; j / o l T

(6.9)
Подставляя у. вычисленное по формуле (6.9), в (6.5|_п (6.6),
получим распределения капиталовложений {м,-(7)} и {vi(t)} по
отраслям основного производства согласно опорному плану
распределения капиталовложений, который позволяет выйти на
запланированный уровень к концу периода длительного плани-
ровании Т одновременно по всем отраслям. Подставляя значе-
ния ui(t) и 1ч(() в выражения (6.7), получим объем капитало-

188



вложений, требуемых для вспомогательного производства на
мелиорируемых и немелиорируемых землях, а также время Т,
необходимое для достижения планируемого уровня х, у при за-
даваемом ежегодном поступлении капитала АС(1).

При формировании опорного плана развития сельскохозяй-
ственного производства по отраслям учитываются удельные
затраты 1/s,-, \Щ, средние для соответствующей отрасли. Одна-
ко величина средних затрат существенно зависит от самого
плана распределения капиталовложений, точнее от плана рас-
пределения капиталовложений на более низких уровнях иерар-
хической системы управления. В случае сельскохозяйственного
производства она будет зависеть от того, какая доля капитало-
вложений Ui(vi), направляемых на развитие отрасли i, будет
направлена на развитие этой отрасли в конкретном сельскохо-
зяйственном регионе. Нам будет удобно под регионом пони-
мать такой географический район, для которого удельные за-
траты на производство любого вида сельскохозяйственной про-
дукции на мелиорируемых (немелиорируемых) землях можно
без большой потери общности считать одинаковыми для всех
сельскохозяйственных центров этого района. Таким образом,
под регионом понимается район примерно с одинаковыми усло-
виями для производства сельскохозяйственной продукции. Ре-
гионы будем обозначать индексом /е{1, ..., j , ..., in}.

Пусть х°{ (у? ) — начальное количественное состояние от-
расли i в регионе /. Предположим заданным перспективный
план развития всех регионов по отраслям сельскохозяйственно-
го производства_на мелиорируемых и_немелиорируемых землях:

Xi=(Xu, ...,X,j, ...,Xim), yi=(lfi\, —,УГ}, • ••> tfim),

1 = 1,.... я, / = 1 , . . . , m,

определенный на конец того же периода длительного планиро-
вания, на который определен перспективный план х— (х\,....
хп), У=(У\, •••, Уп) по отраслям. Очевидно, имеют место соотно-
шения

2 xi}=7h 2 уц=У1,Хц>0,Уи>0, i = l,..., п, У=1, ..., т.
i i

Сформируем опорные планы распределения капиталовложений
внутри каждого региона у по всем отраслям на мелиорируемых
и немелиорируемых землях:

(6.10)

(6.11)
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где 4sa и '/'<;— удельные затраты на производство единицы
сельскохозяйственной продукции типа i на мелиорируемых и не-
мелиорируемых землях региона /.

Покажем (см. [18]), что средние удельные затраты на
производство единицы сельскохозяйственной продукции l/si
('//,) на мелиорируемых (немелиорнруемых) землях вычисля-
ются через региональные затраты '/sij ('/'«.;) по формулам

(6.12)

(6.13)

" 7 U/'J-J/u'WJ
Действительно, имеем Axi(t) = 2 Axij(t), откуда получаем
Sitii(t)= 2 SijUij(t), или

i

Тогда

1
ч

V

I

[xii-*iiV)]lsti

-

[yii-yr(t)]/lf

и окончательно

Формула (6.12) доказана, аналогично доказывается и формула
(6.13). Однако формулы (6.12), (6.13) в действительности не
дают полных средних затрат на производство единицы сельско-
хозяйственной продукции, поскольку не учитываются затраты,
связанные с необходимостью строительства новых сельскохо-
зяйственных объектов, нормативы которых различны для раз-
личных регионов.

Как мы уже видели, с приращением производства сельско-
хозяйственной продукции типа i в регионе / связано строитель-
ство новых сельскохозяйственных объектов. Обозначим через
a!k для мелиорируемых и p.j[ для немелиорируемых земель

число объектов типа k, которые необходимо построить при уве-
личении производства i-й сельскохозяйственной продукции на
единицу в регионе /. Обозначим стоимость строительства одно-
го объекта типа k для мелиорируемых земель через f\ и для
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немелиорируемых — f2

k (для простоты не учитываем зависи-
мость стоимости строительства от региона /).

Таким образом, увеличение производства сельскохозяйст-
венной продукции типа i влечет дополнительные затраты

2 2 / ^ *b\xt,(t)= 2 2 / ' *'s,iirn{t),
к 1 к i " т ' '

2 2 /I $l\ya(t) = 2 2 f\ Эт Itivii(t),

где {tiij(t)}, {vij(t)} — опорный план распределения капитало-
вложений по отраслям региона /, вычисленный по формулам
(6.10), (6.11).

Таким образом, реальные затраты на производство единицы
сельскохозяйственной продукции типа i оказываются равными
на мелиорируемых землях (в год t)

f\
* / -или

4s't «[«7(0+2 2 f
L *

Подставляя выражения для utj, vti из (6.10), (6.11), получим

[ j ( 0 ] / i [^
l/s . = i + i

Xj-Xt(t) Xi

и аналогично на немелнорнруемых землях

Тогда суммарные затраты для достижения нормативного уров-
ня по отрасли i будут равны (на отрезке [/

0
, Т])

V

i

по всем отраслям

+ 2 2 (F,r-<)< s Л ?L+'/7')- (6-12')
t J ft

Формула (6.12') показывает зависимость суммарных затрат от
распределения планового задания по производству сельскохо-



зяйствеыной продукции на мелиорируемых и немелиорируемых
землях на конец периода длительного планирования по регио-
нам. Естественно поставить задачу построения такого перспек-
тивного плана производства продукции по регионам, который
бы минимизировал при указанных плановых заданиях по от-
раслям i суммарные затраты, а следовательно, и минимизиро-
вал время достижения планируемых показателей. Это приво-
дит нас к следующей задаче.

Найти минимум выражения

2 sfo-jcjH 2 /i <+*,;'> +
I ] к .

+ 2 2 (7„-у°)( 2/I U + /,7'> (6ЛЗ')
J / А'

при условиях

2 Уи*=Уи !
i

f n , (6.14)
' ' ' _ _

(переменными в этой задаче являются величины {уц}, {х^},
i—\,...,m, j~l,..., п). Последние четыре неравенства учитыва-
ют ограниченные возможности региона в производстве сельско-
хозяйственной продукции.

Решение задачи (6.13'), (6.14) при заданном перспективном
плане_развития_сельскохозяйственного производства по отрас-
лям х=(хи ..., хп); У=(У1 Уп) дает оптимальные плановые
задания по производству всех видов сельскохозяйственной про-
дукции по каждому региону.

Используя предыдущее построение, попытаемся предложить
некоторую грубую методику определения допустимости пер-
спективного плана развития сельского хозяйства с точки зре-
ния сохранения существующего в данном изолированном райо-
не экологического равновесия. При планировании развития та-
ких районов обычно определяют некоторые о£новные показате-
ли (показатели по основным отраслям) z = (zlt..., z,-,..., zn).
Приближение к данным показателям, как мы уже видели в пре-
дыдущих параграфах, требует в ряде случаев развития мате-
риальных и трудовых ресурсов, а также всевозможных сопут-
ствующих вспомогательных видов деятельности, имеющих вто-
ростепенный характер_и поэтому обычно не учитываемых в
перспективном плане г. В то же время требование сохранения
экологического равновесия естественным образом накладывает
определенные ограничения на развитие материальных и трудо-
вых ресурсов. Таким образом, план z может быть допуститым
перспективным планом развития, если в процессе его достиже-
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ния не происходит превышения ограничений по материальным
и трудовым ресурсам.

Для небольшого изолированного района удельные затраты
на развитие ]fst можно считать постоянными. Пусть z°=(z°l ,...
..., z°. , .... z° )—начальное состояние тех основных отраслей, по
которым заданы показатели в перспективном плане развития г.
Хозяйство района ежегодно для своего развития получает не-
который объем капиталовложений C(t). Удельные затраты в
каждой отрасли известны и равны '/Si- Выделяя некоторую
долю aC(t) на развитие основных отраслей, мы можем постро-
ить опорный план развития хозяйства района

l

По данному опорному плану Ui(t) рассчитаем ресурсы, требуе-
мые для его реализации, а также объем капиталовложений,
необходимых для развития вспомогательных отраслей.

Пусть Hx

k — объем ввозимых извне ресурсов типа k, имею-
щихся в наличии в год t, который может быть использован на
развитие; р*л — объем ресурсов типа k, необходимых для раз-
вития отрасли i на единицу; ац — количественный рост /-й
вспомогательной отрасли при росте отрасли t на одну единицу;
4h — удельное капиталовложение, необходимое для роста /-й
вспомогательной отрасли; Yjft — объем ресурсов типа k, необ-
ходимых для развития вспомогательной отрасли у на единицу;
Vh(t) — капиталовложение на развитие отрасли, производящей
ресурс типа k в год t\ '/ць — удельное капиталовложение, не-
обходимое для роста производства ресурсов на единицу; (Hj(t) —
капиталовложение на развитие у-й вспомогательной отрасли в
год t и t)j(t) — количественное состояние у-й вспомогательной
отрасли в год t. Так же, как и раньше, можно показать, что
наибольшая скорость движения из состояния z° в состояние z
достигается при выделении на развитие основных отраслей ка-
питаловложения u*C(t), где а* определяется из условия а* =
= max а при условиях *

^ Агф{к+ 2 АУ}\1к<Н1

2 Дг,аъ</;ОЪ(Т)=Л^(ХК 2 vh(t)+ 2
i к i

vh(t)>0, o)(0>0, j=\, ...,m,

или, что то же самое, max а при условии

* Считаем, что развитие отраслей, производящих ресурсы, не требует
развития ресурсов и вспомогательных отраслей.
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2 vk(t)+
ft

(6.15)

•vk(t)>0, ©j(0>0, / = 1 m, fc= 1,..., H.

Решение задачи (6.15) дает опорный план развития основных

отраслей Uj(t)=a*Uj(t), капиталовложение 2 Vh(t) на разви-
fc

тие производства ресурсов и капиталовложение 2 Wj(t), не-

обходимое для развития вспомогательных отраслей.
Пусть Ни — количественное состояние производимого в ре-

гионе ресурса типа k в год t; yrft) — количественное состояние
вспомогательной отрасли /. После освоения капиталовложений
vh(t), Wj(t)_ao (6.15) получим новое состояние Hh(t+l) =
= Hk(t) + \ikVk(t). Величины Hh(t) могут быть рассчитаны для
всех к, t.

Пусть Т — момент_достижения основными отраслями пла-
нируемого состояния г; величины Lh, к=\, ..., п, задают огра-
ничения на ресурсы данного региона; начальное состояние z°
основных отраслей не нарушает экологического равновесия.
Тогда перспективный план развития основных отраслей г назы-
вается допустимым, если не существует такого t, /e{0, 1
77, и такого индекса ко, что //*„ (t)^L ko.

Последнее неравенство позволяет просто сравнивать раз-
личные перспективные планы с точки зрения их воздействия на
существующее экологическое равновесие в регионе.

§ 3. О СООТНОШЕНИИ ОТРАСЛЕЙ
ЖИВОТНОВОДСТВА И РАСТЕНИЕВОДСТВА

Сельскохозяйственное производство делится на животновод-
ство и растениеводство. В данном параграфе мы условно под
отраслью сельскохозяйственного производства будем понимать
выращивание сельскохозяйственной культуры одного вида или
разведение одного вида домашних животных.

Для определенности положим, что первые /е отраслей сель-
ского хозяйства относятся к животноводству, а остальные — к
растениеводству. Для л-мерного вектора w=(wu..., wn) будем
использовать обозначения: w = (wl,w2), где wi=(wi, хе>2,..., Wu),
a w2 = (wh+\, -,wn). Тогда основные векторы х, у, z (см. §1
настоящей главы), характеризующие состояние сельскохозяйст-
венного производства, записываются в виде z=(z>, z 2), y =
(У1. У2), х=(х ' , х2), где z1, х1, у1 — состояние отраслей живот-
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новодства, a z2, х2, у2 — состояние отраслей растениеводства.
Можно считать, что перспективный план развития отраслей
растениеводства по части, идущей на потребление населением,
определяется по формуле x2 — kF(T), где F(T) — прогнозируе-
мое население страны на конец периода длительного планиро-
вания, а к — некоторый вектор той же размерности, что и х2.
Вектор к характеризует норму потребления населением продук-
тов растениеводства. В наших условиях вектор к можно считать
постоянным, так как на сегодня потребность населения в про-
дуктах растениеводства удовлетворяется полностью.

Наиболее важной задачей является резкое увеличение про-
изводства животноводческих отраслей и, в частности, увеличе-
ние поголовья различных видов домашних животных.

Естественно, что решение этой задачи должно сопровож-
даться ростом производства в отраслях растениеводства, про-
дукция которых используется в животноводстве. При этом надо
иметь в виду ограниченность материальных и трудовых ресур-
сов, а также возможностей в производстве сельскохозяйствен-
ной продукции для конкретных сельскохозяйственных районов.
Указанные ограничения можно сформулировать математически.

Между отраслями животноводства и остальными отраслями
существуют балансовые соотношения. Пусть Nj, / = 1 1,—
основные питательные вещества, содержащиеся в продуктах
растениеводства, используемых в животноводстве. Пусть p<j —
количество питательных веществ типа /, необходимых . в t-й
отрасли животноводства (для i-ro вида животного) в единицу
времени; уц — количество питательных веществ типа /, содер-
жащихся в i-м виде продукции растениеводства. Тогда должно
иметь место следующее соотношение:

£ ~х\ р\,= 2 у2. Y«.

Пусть {Zik}, {Xih}, {ytk} — перспективный план производства
1-го вида сельскохозяйственной продукции по сельскохозяйст-
венному региону k. Тогда очевидно, что у\ = % Уг

л , х г. —

- 2 * г

й , г = 1 , 2 .

Пусть Сш — затраты на увеличение производства по i-й от-
расли сельского хозяйства в k-м регионе на одну единицу; щп,
bih — верхние и нижние пределы возможностей для производ-
ства i-ro вида сельскохозяйственной продукции в регионе k.

Для определения оптимальной структуры сельскохозяйст-
венного производства можно сформулировать следующую за-
дачу: _

m a x l a,.v.' (6.16)
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при условиях
2 ~х\ р«= 2 у? Y«W=1 '» (6-17)

= J

* А * rt Xih>0.

Здесь переменными являются величины л ^ , y\k , zik , х2

ш,

—состояние отрасли i в регионе & в момент t; at мо-
гут иметь смысл ценностей i-ro вида животных или средний
убойный вес одного домашнего животного i-ro вида; А — объем
капиталовложений, выделяемых на развитие. В последнем слу-
чае функционал (6.17) означает суммарный убойный вес по
всем видам животных.

Однако могут быть и другие показатели эффективности
отраслей животноводства, что приводит к другим подходам для
определения оптимальной структуры сельскохозяйственного
производства.

Решение задачи (6.16) при условиях (6.17) определяет лишь
перспективное оптимальное состояние отраслей сельскохозяйст-
венного производства по регионам. Для достижения этого со-
стояния из текущего состояния {Zik(t)} может потребоваться
значительное время, которое определяется ежегодными суммар-
ными капиталовложениями в сельское хозяйство, при этом само
развитие может происходить согласно опорному плану, обсуж-
дение которого подробно проводилось в предыдущих парагра-
фах этой главы. Вместе с тем на практике такой ход развития
не всегда бывает приемлемым из-за необходимости скорейше-
го решения задач, связанных с увеличением производства, в
первую очередь мясных продуктов, идущих на потребление на-
селением. Это .зачастую приводит к необходимости развития
скороспелых отраслей животноводства, таких, как свиноводство
и птицеводство, и может привести к нарушению оптимального
соотношения отраслей в конце периода длительного планирова-
ния. На это обстоятельство обратил внимание В. И. Зубов в
работе [16]. Дело в том, что развитие скороспелых отраслей
животноводства требует больших материальных затрат.

Остановимся подробнее на возможных последствиях уско-
ренного развития свиноводства.

Главная ценность свиньи для современного агропроизводст-
ва заключается в высокой эффективности использования кор-
ма в смысле превращения его в мясо. Прирост энергетической
ценности мяса в расчете на одну калорию полученного корма
у свиньи превосходит этот показатель для крупного рогатого
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скота, овец и домашней птицы. Вместе с тем стоимость кормов
в свиноводческих хозяйствах довольно высока и составляет от
55 до 65% всех производственных расходов. Стоимость кормов,
в свою очередь, зависит от доступности и наличия кормов в
данном регионе, потребности в этих продуктах людей и домаш-
них животных. Пищеварительная система свиньи сходна с че-
ловеческой, это ведет к сходству в пищевых потребностях, по-
этому, развивая свиноводство, мы автоматически вступаем в
конкурентные отношения с населением региона за продукты
питания. Острота вопроса зависит от того, насколько велика
потребность в тех или иных продуктах у населения региона и
может ли регион обеспечить всех потребителей или необходим
ввоз продуктов питания извне. Именно необходимостью исполь-
зования пищевого белка в корм и объясняется сравнительно
невысокий процент свинины в общем объеме производства про-
дукции животноводства в большинстве развитых стран. Пока-
затель

, _ численность населения страны
~" поголовье свиней

для развитых стран принимает следующие значения: Аргенти-
н а — 27,9/3,5; Австралия—14,9/2,5; Финляндия — 4,8/1,1; Ита-
лия — 57,4/9,1; Япония — 118/9,4; Мексика — 64,4/12,4; СССР —
268,8/73,5; США — 226,5/64,5.

В некоторых странах этот показатель довольно мал: Да-
ния—5,1/9,6; Венгрия — 10,8/8,2; ГДР—16,8/12,9; Новая Зе-
ландия— 3,1/2,9. Это объясняется как небольшим населением
(Дания, Новая Зеландия), так и активным импортом кормов
(ГДР, Венгрия), что для больших стран практически трудно-
осуществимо.

Потребность в белке у свиньи в 5 раз выше, чем у человека,
у кур в 5 раз меньше, чем у человека. В. И. Зубов [16] пред-
лагает оценивать способность перерабатывать клетчатку, созда-
вая из нее белок, объемом части пищеварительного тракта жи-
вотных, в котором происходит размножение бактерий, находя-
щихся в симбиозе с организмом хозяина. Для коровы этот
объем можно принять равным 100 л, для овец и коз —10 л,
для лошади — 30 л. В [16] предлагается следующий критерий
для оценки эффективности отраслей животноводства.

Пусть х,' — число крупного рогатого скота, имеющегося в
сельском хозяйстве; х\ — число лошадей и х\ , х\ —число овец
и коз. Тогда общий объем, в котором развивается активная
бактериальная среда, представится выражением 100 х\ +30 х\ 4-

' J( 3 J
Если F — население страны, а х I и х[ —соответственно

число свиней и кур, то число потребителей может быть пред-
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ставлено суммой F+5x{

5 +Xg /5 (одна свинья потребляет в пять
раз больше белка, чем человек, а одна кура — в пять раз мень-
ше). Показатель

_ i o a , , + « . + i o w ; + * j )
5F+25J +l

является объективной характеристикой правильности соотно-
шения отраслей животноводства.

Можно в качестве функционала в задаче (6.16), (6.17) взять
показатель (6.18) или некоторый функционал, учитывающий
этот показатель. При этом, по-видимому, предложенная нами
в начале данного параграфа модель при реальных подсчетах
приведет к близким результатам, поскольку максимизация по-
казателя эффективности V как раз и предполагает наиболее
рациональное с точки зрения затрат производство белков жи-
вотного происхождения.

§ 4. ОПТИМИЗАЦИЯ РАЗВИТИЯ САХАРНОГО КОМПЛЕКСА

В данном и последующих параграфах мы остановимся бо-
лее подробно на проблеме управления развитием сахарного
комплекса, имея в виду планирование производства сахарного
тростника, организацию уборочных работ, организацию тран-
спорта, развитие мощностей сахарных заводов и других сопут-
ствующих видов деятельности. Рассмотренная задача может
быть использована при исследовании вопросов планирования
развития любой массовой сельскохозяйственной культуры: зер-
на, риса, хлопка, льна, сахарной свеклы и др.

Результаты этого и последующих параграфов данной гла-
вы получены совместно с Р. Родригесом из университета «Ори-
енте» (Куба).

Сахарный комплекс включает в себя заводы по производ-
ству сахара; мощности по производству сопутствующих про-
дуктов; мощности по транспортировке и очистке сахарного
тростника; сельскохозяйственный сектор, отвечающий за посад-
ку сахарного тростника, культивацию земли и рубку; сектор
ремонта, отвечающий в периоды отсутствия сырья за разработ-
ку, сборку и ремонт оборудования на сахарных заводах. Для
обеспечения развития производства сахара необходимо сбалан-
сированное развитие всех секторов и направлений сахарного
комплекса. Необходимо также создать условия для роста про-
изводства ресурсов, обеспечивающих развитие секторов и на-
правлений комплекса. В качестве основного показателя работы
комплекса мы берем количество сахара, произведенное в ком-
плексе за год. Все остальные показатели, такие, как объемы
производства сопуствующих продуктов, мощности по транспор-
тировке и чистке, показатели сельскохозяйственного сектора,
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сектора ремонта и производства дополнительных ресурсов, не-
обходимых для развития, вычисляются путем умножения основ-
ного показателя на некоторые коэффициенты (см. [40, 56]).

На конец периода длительного планирования определяется
нормативное задание по производству сахара, дифференциро-
ванное по регионам и сортам сахарного тростника; известны
суммарные ежегодные капиталовложения, выделяемые на раз-
витие сахарного комплекса. Задача заключается в построении
такого плана распределения капиталовложений по регионам и
видам сахарного тростника, который обеспечивал бы одновре-
менное достижение нормативных заданий по производству са-
хара и сбалансированное развитие всех секторов и направле-
ний деятельности сахарного комплекса.

Введем следующие обозначения: i — регионы производства
сахара; / — виды сахарного тростника; X — объем производ-
ства сахара (т/г), планируемой на конец периода длительного
планирования (20—25 лет); хц — объем Производства сахара,
планируемый на конец периода длительного планирования в
регионе i из /-го вида сахарного тростника; Хц — объем про-
изводства сахара в регионе i из /-го вида сахарного тростника
в год t; I — виды сопутствующих работ или направлений дея-
тельности. Сюда относятся: виды сопутствующих продуктов; на-
правления работ по посадке, очистке, сборке и транспортиров-
ке сахарного тростника, культивации земли, по разборке, сбор-
ке и ремонту оборудования сахарных заводов и др.; yi — объем
1-й сопутствующей работы или направления деятельности, пла-
нируемой на конец периода длительного планирования; yi(t) —
объем /-й сопутствующей работы или направления деятельнос-
ти в год U 1/кц — удельные затраты на увеличение мощностей
по производству сахара на одну единицу в регионе t из /-го ви-
да сахарного тростника; 1/\ц — удельные затраты на увеличе-
ние мощностей по выполнению 1-й сопутствующей работы или
направления деятельности сахарного комплекса; l/vs — удель-
ные затраты на увеличение мощностей по производству ресур-
са вида k; C(t) — суммарный объем капиталовложений, вкла-
дываемых в год t на развитие сахарного комплекса; a>h(t) —
количество ресурса типа k, имеющееся в наличии в год t, кото-
рое может быть использовано для потребностей развития са-
харного комплекса; Utj(t)—капиталовложения, направляе-
мые в год t на развитие производства сахара врёгйоне i из /-го
вида сахарного тростника; u't (t)'—капиталовложения, направ-
ляемые в год t на развитие сопутствующих работ или направ-
лений деятельности; Vk(t) — капиталовложения,, направляемые
в год t на развитие производства ресурса вида £,'необходимого
для развития сахарного комплекса.

Мы считаем, что развитие производства сахара, сопутствую-
щих работ или направлений деятельности и используемых ре-
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сурсов происходит пропорционально объему капиталовложений,
т. е. имеют место соотношения

Xi}(t+ 1) *=Хц(Ц+Хци(;(О, (6.19)

yi(t+l)-yi(t) + Viu',(t).

Wk(t+ l)=Wh(t) +VhVh(t),
или

AXij(t)='t,ijUij(t), Ayi(t) = )ilu'l (t), (6.20)

Awk(t)=vhvh(t).

Пусть PCO>0 — некоторый коэффициент, вычисление кото-
рого мы проведем позднее. Распределим капиталовложения
$(t)C(t) между регионами и видами сахарного тростника со-
гласно опорному плану (см. § 1, 2):

i /

Для сбалансированного развития сахарного комплекса необхо-
димо также обеспечить развитие сопутствующих работ или на-
правлений деятельности и ресурсов, необходимых для развития
сахарного комплекса.

Объемы сопутствующих работ или направлений деятель-
ности определяются через объемы производства сахара по сле-
дующим формулам:

Полагая Ax(t)= 2 2 &xa(t), имеем
i i

Ayi(0=giAx(t)=gt(2 2 AXij(t))=g,( S 2 кцпц
i I I i

или, подставляя выражение для опорного плана (6.21), полу-
чаем

Введем обозначение
Si

иТогда

Отсюда получаем выражение для капиталовложений
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(6.23)
Рассчитаем теперь ресурсы, необходимые для реализации опор-
ного плана развития (6.21). Потребность в ресурсе вида k рав-
на Ax(t)yu- При этом дополнительные потребности в ресурсе
вида k равны Ax(t)yk—<>>k(t) = A<.ok(t). Затраты на производство
ресурса типа к, покрывающие дополнительные потребности:

AWh(t) _L _ A*(f)Y>-cMO .

Суммарные затраты на развитие производства ресурсов
всех типов, обеспечивающих реализацию опорного плана (6.21),
равны

5 = S ^±.K(t)^(t)C(t)- ^ - ] . (6.24)

Заметим, что капиталовложения по направлениям деятельности
сахарного комплекса зависят теперь от одного неизвестного па-
раметра р(0- Для его определения потребуем, чтобы суммар-
ные затраты на развитие сахарного комплекса в год t были
равны объему капиталовложений C(t), выделяемых для этой
цели, т. е. капиталовложения на развитие производства сахара,
развитие сопутствующих работ или направлений деятельности,
а также недостающих ресурсов, в сумме составили бы C(t).
Тогда получим

Поскольку 2 2 uij(t) = fl(t)C(t) (см. (6.21)), то будем иметь
i !

2
k

ft V*

• Отсюда

где %(t) определяется по формуле (6.22). Подставляя выраже-
ние (6.25) в (6.21), (6.23), (6.24), получаем план распределения
капиталовложений, определенный на период длительного пла-
нирования, по всем видам деятельности сахарного комплекса.

Сосредоточим внимание на построении математической мо-

201



дели планирования развития мощностей сахарных заводов. Это
развитие необходимым образом следует из реализации про-
граммы увеличения производства сахара. Мы несколько изме-
ним предыдущую постановку задачи, придавая новый смысл
основополагающим коэффициентам модели, которые в данном
случае будут связываться с производством сахарного тростни-
ка (но не сахара) по регионам и видам. В то же время коли-
чество произведенного сахара в год будет оставаться основным
показателем развития. Это изменение модели необходимо, по-
скольку производственные мощности сахарных мельниц и со-
держание сахара в сахарном тростнике зависят от типа сахар-
ного тростника и климатических условий, которые различны в
различных регионах.

Поясним используемую терминологию. Производство (выра-
щивание) сахарного тростника осуществляется в гранхах (сель-
скохозяйственных фермах). В большинстве случаев продукция
гранхи перерабатывается на одном сахарном заводе, однако
бывают исключения, когда она перерабатывается на несколь-
ких сахарных заводах. Производство сахарного тростника вну-
три гранхи распределяется по блокам, каждый блок (14—16 га)
представляет собой совокупность полей с одинаковыми усло-
виями обработки. Гранха может состоять из нескольких сотен
блоков. В каждой гранхе имеется от 12 до 18 пунктов приемки.
Каждый пункт приемки связан с заводом единственным видом
транспорта — железной дорогой.

Здесь и в дальнейшем в этой главе мы будем для простоты
отождествлять сельскохозяйственный регион с блоком. Для
построения математической модели развития сахарных заводов
необходимо решить задачу определения оптимальной структуры
производства сахарного тростника по блокам и видам, а также
задачу оптимального распределения капиталовложений на про-
изводство сахарного тростника и сопутствующей продукции с
целью достижения оптимальной структуры. Поскольку эти зада-
чи существенно не отличаются от ранее рассмотренной, то ос-
тановимся_лишь на основных моментах.

Пусть X — общее количество сахара в тоннах, производство
которого планируется в последний год периода длительного
планирования. Оно определяется заданием величин хц, пред-
ставляющих собой годовое производство сахарного тростника
/-го типа в блоке i в конце периода длительного планирования.
Пусть kij — выход сахара с одной тонны сахарного тростника
типа /, полученного в блоке t (коэффициент k^ зависит также
и от индекса i, так как условия выращивания сахарного трост-
ника в различных блоках различны). Очевидно, имеем

Х= 2 2 хцкц, j
i I

Пусть Xij — годовое производство сахарного тростника типа
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/_в болоке i в настоящее время. Мы будем предполагать, что
Xij^Xij. Очевидно, что затраты на увеличение производства са-
харного тростника на одну тонну зависят от конкретного блока
и вида сахарного тростника.

Пусть Сц — средние удельные затраты на увеличение про-
изводства сахарного тростника. Тогда общие затраты на уве-
личение производства сахарного тростника по типам и видам от
состояния {*;Л, i = l , .... т, / = 1 ^ . . . , п, до состояния {хц), t = l ,
..., т, / = 1 , .... п, равны 1 2 (Xij-Xij)Cij. Очевидно, что для

i i

определения оптимальной структуры перспективного производ-
ства сахарного тростника {*и}, t = l т, / = 1 п, необ-
ходимо решить задачу минимизации суммарных затрат
min 2 2 (Xij — Xn)Cij при уисловиях выполнения плана произ-

i i
водства сахара

Х=У. 2 ~Xijkij, Xij^iXij, x~ij^0, i = 1,..., m, j = l,.... n (6.26)
i i _

(заметим, что в данной задаче величины хц являются перемен-
ными, по которым ведется минимизация, а X, Иц, c(J. хц, i=\,...
...,т, / = 1 , ..., п, суть константы задачи). Решив задачу (6.26),
мы определим оптимальную структуру производства сахарного
тростника с точки зрения минимизации затрат и одновременно-
го достижения суммарного годового производства сахара X.

Исследуем теперь задачу распределения ежегодных капита-
ловложений по блокам и видам сахарного тростника. При этом
для простоты мы не будем рассматривать проблему развития
сопутствующих отраслей, поскольку этот вопрос может быть
решен таким же образом, как это было сделано выше. Введем
следующие обозначения: Xij(t) — количество сахарного трост-
ника типа /, получаемого в блоке i в год /; ' 1'кц — удельные за-
траты на увеличение производства сахарного тростника типа /
в блоке i (4hj=Cjj); c(t) — суммарное капиталовложение, в
год t, направляемое на развитие производства сахарного трост-
ника.

Задача заключается в определении плана распределения
капиталовложений по годам, блокам и видам сахарного
тростника, гарантирующего одновременное достижение уровня
{хц} по всем блокам и видам сахарного тростника из началь-
ного состояния {хц}, i—\,...,m, / = 1 п. При решении задачи
целесообразно придерживаться пути развития, минимизирующе-
го диспропорции между различными блоками и видами сахар-
ного тростника. Как и раньше, предполагаем, что развитие про-
изводства сахарного тростника происходит пропорционально
капиталовложению, поэтому, если обозначить через ttij(t) капи-
таловложение, направляемое в год / на развитие /-го вида са-
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харного тростника в блоке i, будем иметь Xij(t+l) = Xij(t) +
+kijUi-,(t), или AXij(t)=XijUij(t). Определим опорный план рас-
пределения капиталовложений по блокам и видам сахарного
тростника по формуле

i I

Предположим, что планирование развития производства са-
харного тростника начинается с момента t=t\. Тогда для до-
стижения нормативного уровня необходимо время Т, определяе-
мое как наименьшее положительное число, удовлетворяющее
неравенству

2 2 [£;—*«(*!)]Au< S С(г), (6.28)
i / <

где С(г) — суммарное капиталовложение, выделяемое на раз-
витие в год г. Неравенство (6.28) означает, что объем капита-
ловложений, выделяемых на развитие на отрезке времени
[t],T], должен превосходить суммарные затраты на развитие
производства сахарного тростника. Будем обозначать индекса-
ми k=\,...,l различные сахарные заводы. Пусть Ahj — мощ-
ность мельниц сахарного завода k по отношению к сахарному
тростнику типа / (Ahj — это то количество сахарного тростника
типа \, которое может быть переработано фабрикой в течение
одного года при условии, что на фабрике перерабатывается
тростник только этого типа). Заметим, что количество Akj не
зависит от блока, с которого тростник доставляется на завод.
Вообще говоря, тростник, подлежащий переработке, может
различаться степенью зрелости, толщиной стебля, высотой стеб-
ля и т. д. Эти факторы влияют на производительность завода,
однако для упрощения модели при определении величины Ai,j
мы это обстоятельство учитывать не будем.

Предположим, что, решив задачу (6.26), мы получим опти-
мальную структуру производства сахарного тростника {xij},
i=\,...,m, j—\,...,n. Поскольку план производства {хц} явля-
ется перспективным, производственные мощности сахарных за-
водов недостаточны для переработки всего количества сахар-
ного тростника 2 2 л^. Поэтому возникает задача увеличения

мощности сахарных заводов с целью обеспечения переработки
урожая {х^}. При этом целесообразно увеличить мощности
таким образом, чтобы минимизировать суммарные затраты на
транспортировку сахаристо тростника с блоков на заводы.
Обозначим через * j = 2 дс,-; общее количество сахарного трост-

ника типа jj_ которое должно быть произведено в соответствии
с планом {*,,}, i = 1,..., m, /= 1,..., п. Пусть далее Aj= 2 Ahi —

ft
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суммарная мощность всех сахарных заводов по производству
сахарного тростника типа у. Для переработки количества Xi са-
харного тростника типа j требуется время, равное Xj/Aj, поэто-
му общее время переработки урожая {хц}, t = 1 т, / = 1 , . . . ,
п, равно 2 Xj/Aj. Если

то весь урожай может быть переработан в течение года (за
один период работы сахарного завода) и нет необходимости
увеличения мощностей сахарных заводов. Однако на практике
это неравенство не выполняется, т. е. имеет место

1. (6.29)

В этом случае для определения заводов, подлежащих расши-
рению, и размеров этого расширения можно действовать сле-
дующим образом. Разрешаем вспомогательную транспортную
задачу на минизацию затрат на перевозку сахарного тростни-
ка с блоков на пункты приемки, отождествляя пункт приемки
с соответствующим сахарным заводом (т. е. затраты на пере-
возку от пункта приемки на соответствующий завод не рассма-
триваются). Поскольку планируемый урожай сахарного трост-
ника превосходит возможности заводов, в каждом блоке t оста-
нется некоторое количество уц сахарного тростника типа /, ко-
торый не может быть переработан на заводе в течение года.
Это количество сахарного тростника перевозится на ближай-
ший с точки зрения транспортных затрат пункт приемки, свя-
занный с определенным сахарным заводом. Этот избыток са-
харного тростника по различным видам собирается на пунктах
приемки в течение всего года. Суммарный избыток на пунктах
приемки по видам сахарного тростника за год и определяет
требуемое увеличение мощности соответствующих сахарных
заводов. Очевидно, что сахарные заводы, приемные пункты ко-
торых не обладают избытком сахарного тростника, в расшире-
нии не нуждаются.

Сформулируем теперь задачу математически. Будем считать,
что мы находимся в условиях выполнения неравенства (6.29),

и Уц^О. Введем в рассмотрение переменные хц, уц следующим
образом:

i= 1,.... m, j= 1,..., п (6.30)
(количество сахарного тростника, которое может быть перера-
ботано без расширения сахарных заводов). Если ввести в рас-

смотрение Xj= 2 Xij, ТО ДОЛЖНО ВЫПОЛНЯТЬСЯ
i
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2 Xi/Aj=l. (6.31)

Очевидно, что соотношения (6.30) и (6.31) определяют пере-
менные Хц и ytj не единственным образом. Подставляя (6.30) в
(6.31), получаем равенство

= 1

для определения переменных уц и, полагая I. Уц — У^, 2
i i

получаем _
2 Xj/A;-l. (6.32)

i i
Переменные J/J определяют количество сахарного тростника
типа j , которое не может быть_переработано на сахарном заво-
де. Для определения величин уц предположим, что количество
УУ пропорционально количеству сахарного тростника типа /,
производимого в блоке i в соответствии с планом A'IJ:

~У}=кх~]. (6.33)
Из (6.32) и (6.33) получаем

Х.2хз/А,= 2, 7j/A}—l, X = l - -=?
/ / Sxj/Aj

Отсюда имеем

Й - [1-1 ЫА}]7}=7}-х~}/27}/А} (6.34)

и окончательно

i i (6.35)
i

Формула (6.35) определяет количество сахарного тростника
типа /, который может быть переработан на заводе без увели-
чения его мощности. Количество сахарного тростника типа /,
производимого в блоке i, которое может быть переработано на
сахарном заводе без увеличения его мощности, определяется по
формуле

Можно просто показать, что урожай {*,j} может быть полнос-
тью переработан на существующих заводах, действительно:

7i А /"'

7 7 '' ' ~ 'у > 7 рГл*""1
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Определим теперь, насколько необходимо увеличить мощ-
ности сахарных заводов. Пусть У1]=хц—хц, i= 1, ...,/n, / = 1,..., п.
Будем действовать следующим образом. Предположим, что са-
харный тростник в количестве уц направляется на тот из пунк-
тов приемки, который наиболее близок с точки зрения тран-
спортных затрат. Он связан с определенным сахарным заво-
дом s. Обозначим через Ns множество блоков, из которых до-
полнительный сахарный тростник уц направляется в s (т. е.
множество тех блоков, для которых пункты приемки завода s
оказываются ближайшими с точки зрения транспортных за-
трат). Тогда дополнительное количество сахарного тростника,
которое должно быть переработано на заводе s, будет равно

2 yi}—yj(Ns). Величина yj(Ns) автоматически определяет
i<=N,

необходимое увеличение мощности сахарного завода по каж-
дому типу сахарного тростника. Пусть {**/}, «— 1 m,j=\,...,
п,— траектория развития из начального состояния {xij(ti)} до
состояния {хц} при условии, что развитие идет согласно опор-
ному плану

где U{)(t) определяется по формуле (6.27). Обозначим х*; (t) —
= 2 х* (t), / = 1 , . . . , п. До некоторого момента имеет место не-

пп ,

равенство 2 х. (t)/Aj<^l. Пусть *о — момент времени, когда
n

впервые Е х. (t)/A;^\, т. е., начиная с этого момента, необ-
/-1 ;

ходимо осуществлять капиталовложения в развитие мощностей
сахарных заводов. При этом возникает задача увеличения
мощностей завода s на величину yj(Ng) на интервале времени
[t0, Т]. Пусть dSj — удельные затраты на увеличение мощнос-
тей мельниц завода 5 по переработке сахарного тростника ти-
па /. Тогда суммарные затраты на увеличение мощностей са-
харных заводов будут равны 2 2 ds;i/,(Ws)= Д. Очевидно,

что если весь капитал Д будет реализован в год t0, то мы мо-
жем быть уверены, что в течение всего периода длительного
планирования полученных мощностей сахарных заводов будет
достаточно. Однако более реальной является следующая по-
становка задачи: определить такое распределение капитало-
вложений по годам, при котором в каждый год t^[t0, T] про-
изведенный сахарный тростник может быть полностью перера-
ботан. ПустьД (t) — объем капиталовложений, направляемый
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на развитие сахарных заводов в год /. Очевидно, имеет место
равенство 2 Д ( Г ) = Д. Определим опорный план распреде-

лен <Г
ления капиталовложений на увеличение мощностей сахарных
заводов s по /-му типу сахарного тростника по формуле

vs

l(t) = A(t)~yi(Na)dia /2 jyj(Ns)djs. (6.36)

Обозначим через zSj(t) мощность сахарного завода s по пере-
работке сахарного тростника типа /, t^[to, T]. Тогда

Vs, (л
Azsj(t) = - L _ • (6.37)

Определим у*. (t)=%x) (t), где te=[t0, T], ).= 1- \/2(х'. (t)/A}).

Так же, как в (6.34), можно показать, что у*, (t) — часть сахар-
ного тростника, которая не может быть переработана без рас-
ширения сахарных заводов при развитии производства сахарно-
го тростника согласно опорному плану. Вычислим приращение
величины y*j (t):

ЬУ) (О = У] (t+l)-y] (0=^) (t+l)-).x) (t) = x] (t+l)-

- x. (0+x, I 2(x. IA^-х. I 2 (x/ /A}) = A^'. (t).

Однако Дд:! (/)= 2 A** CO = 2 fajUn(t), где tiij(t) определя-
ется по формуле (6.27). Аналогично покажем, что Ay*. « = ^ J
для всех i, j , t^[t0, T].
Поэтому

Ay](Ns)= 2 Ay*,= 2 A*!. = 2 Pi^CO-
i^Na i&Nt /s/V,

Очевидно далее, что
= 2 >.,-jM-CO,'е=[*0,Г]. ( 6 3 g )

Подставляя (6.27) в (6.38) и используя (6.36) и (6.37), полу-
чаем

X S .yi(N.)dia

что дает нам

X 2 y,(N,)dls 2 [Ttj-x* (0]
~ i ^ C(t). (6.39)
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Формула (6.39) определяет ежегодное капиталовложение, на-
правляемое на развитие сахарных заводов и гарантирующее
полную переработку всего сахарного тростника. Подставляя
Д(1) в (6.36), получаем формулу для плана распределения ка-
питаловложений по заводам и типам сахарного тростника, га-
рантирующего выполнение балансовых соотношений между
развитием производства сахарного тростника и увеличением
мощностей сахарных заводов в годы t^[t\,T].

§ 5. ЗАДАЧА ОПЕРАТИВНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ
УБОРКИ САХАРНОГО ТРОСТНИКА

Предлагаемая ниже математическая модель без серьезных
изменений может быть использована при оперативном плани-
ровании уборки любой массовой монокультуры (зерно, хлопок,
лен, картофель и т.д.). При уборке сахарного тростника воз-
никает проблема правильного распределения различных видов
техники и рабочей силы с учетом следующих факторов: высо-
кая продуктивность тростникоуборочных комбайнов; существо-
вание полей, на которых использование комбайнов малоэффек-
тивно (из-за рельефа местности и по другим причинам); не-
обходимость использования рабочей силы для обслуживания
техники, необходимость создания условий для ремонта техники,
затраты на уборку сахарного тростника и др. Основной зада-
чей является уборка сахарного тростника в кратчайшие сроки.
Так же, как и раньше, для упрощения математических форму-
лировок под блоком будем понимать (см. § 4 настоящей главы)
совокупность полей сахарного тростника с одинаковыми усло-
виями уборки. Будем также считать, что блок включает в себя
максимальное количество однотипных полей. Ограничимся рас-
смотрением задачи в пределах одной гранхи, поскольку прак-
тическое применение результатов для более крупной агропро-
мышленной единицы представляет трудности.

Введем следующие обозначения: i — номер блока в гранхе;
hi — продуктивность труда одного мачетеро в зависимости от
блока; \ц — производительность одного тростниково-уборочного
комбайна; а — количество рабочей силы, участвующей в уборке
сахарного тростника (сюда включается также рабочая сила,
необходимая для ремонта уборочной техники); р — количество
тростниково-уборочных комбайнов, участвующих в уборке; х\ —
число мачетеро, направляемых на работу в блок i; w — коли-
чество персонала, необходимого для поддержания бесперебой-
ной работы одного тростниково-уборочного комбайна в течение
сафры, t/i — число комбайнов, направляемых в блок L

В указанных обозначениях суммарная продуктивность маче-
теро и тростниково-уборочных комбайнов при их распределении

т

по блокам в количествах *,-, уи i= 1 т, будет равна 2
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т
+ 2 \нуи при этом переменные х\, Уг должны удовлетворять

i-i

ограничениям
2 Xi + w 2 у^а, 2 i/i<p, х,->0, #<>0, i = 1,.... /и,
( £ >

JCJ, #{ целочисленны.
Следовательно, для определения наилучшего распределе-

ния мачетеро и комбайнов по блокам необходимо решить сле-
дующую задачу целочисленного линейного программирования:

max ( 2 XiXi+ 2 уцц) (6.40)
• i

при условиях

2 Xi+w 2 Уг^а, 2 у*<р,-х«>0, *Л>0, t = l m, (6.41)
« i t

Xi, УГ целочисленны.
Заметим, что решение задачи (6.40) имеет локальное значе-

ние, поскольку уборка сахарного тростника проходит по блокам
неравномерно, а размеры блоков отличаются друг от друга.
Поэтому работы в одних блоках могут заканчиваться раньше,
чем в других. Возникает задача корректировки решения в свя-
зи с необходимостью использования освободившихся мачетеро
и комбайнов на блоках, на которых работа еще не завершена.

Предположим, что сафра начинается в момент ta—6. Решим
в этот момент задачу (6.40) и определим оптимальное распре-
деление мачетеро и тростниково-уборочных комбайнов по бло-
кам {х'{ (t0), у*. (to)}, i=\ «.Заметим, что время полного
выполнения работ в данном блоке существенно зависит также
от рельефа местности в блоке и типа сахарного тростника.

Пусть U(x*t(to), yt(to)) — время, необходимое для заверше-
ния работ в блоке t при условии, что в момент t0 туда направ-
лено х* (t0) мачетеро и у* (to) тростниково-уборочных комбай-
нов. Определим величину t\ — tit из условия

К (*1 Оо). У\ (t ) ) = min U(x\ (to), y] (to)). (6.42)

В выражении (6.42) i0 есть номер блока, на котором работы за-
канчиваются в первую очередь. В общем случае число блоков
типа i'o (удовлетворяющих условию (6.42)) может быть доста-
точно велико, т. е. работы могут быть закончены одновременно
в нескольких блоках. Обозначим через Го множество всех бло-
ков типа io, удовлетворяющих условию (6.42). В момент t\ осво-
бождаются 2 х* (to) мачетеро и 2 у! (to) тростниково-убо-

»е=Го . ••. ie=r 0 .

рочных комбайнов, которые могут быть использованы в других
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блоках. С этой целью решается заново задача (6.40) без учета
блоков i e l V

max 2 (XiXi+уцц) (6.43)
i s Го '

при условиях
2 f

*ь «/i — целочисленные.
Пусть {Л;* (tt), у', (ti)} есть решениезадачи (6.43).Опреде-

лим новое время t\ {x\ (t\), у* (ti)}, необходимое для заверше-
ния работ в каждом блоке, как время, которое необходимо для
завершения работ после момента U при условии, что начиная
с момента t\ и до конца сафры на блоке i будут работать
х* (ti) мачетеро и у'. 00 тростниково-уборочных комбайнов.
Тогда суммарное время уборки в блоке i («еГо) будет равно

/ , + / ; {Х: оо, у* сю).
Определим

/,«/, + *! {x) 00. у* (/,»«/,+

+min /} {x' 00. У] 00У (6.44)

Так же, как и в предыдущем случае, рассмотрим множество
блоков Гь на котором достигается минимум выражения (6.44)
(т. е. множество блоков, на которых одновременно заканчива-
ются работы). В момент t2 освобождаются 2 х* 00 мачетеро

и 2 у* 00 тростниково-уборочных комбайнов. Для опреде-

ления оптимального порядка их использования решим снова
задачу (6.43), (6.41), исключая блоки 1оеГо, I ' I S I Y Продолжая
таким же образом, получим последовательность моментов вре-
мени fo> U fft-ь последовательность оптимальных распреде-
лений усилий по блокам {.v* 00)' У] W), {x*t 00, у] Ci)}

{JC* Oh-2), y] Oh-i)} и последовательность множеств Го, Гь ....
Гй_2. Это означает, что в момент th-\ освобождаются Ix*. (t,,.-2)

fer'
мачетеро и 2 у* (^-2) тростниково-уборочных комбайнов. Для

i<=Th-i

определения порядка использования их по блокам заново ре-
шаем задачу (6.40), (6.41), исключая блоки k^To, м е Г ь ...,

л-2, т. е. следующую задачу:
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max

при условиях

2 Xi~\-
_ft-2

is\ U Г; i s
/-0

(2 Xifa+уцн)
ft-2

ш и г,
1-0

2 У<и
ft-2

Г и г,
z-o

v^a, 2
fc-2

i e U Г,

(6.45)

, ie=\j Г

*i, f/i — целые числа.
Пусть {x* (tk-\), у*. (h-\)} —решение задачи (6.45). Опре-

делим новое время работ в каждом блоке. С этой целью рас-
смотрим /*—1 {лг * (fft-i), у] (th-\)} — время, необходимое для за-
вершения работ после момента th-i при условии, что начиная
с этого момента на блоке i будут работать х\ (tk-i) мачетерои
х '( (tk-i) тростниково-уборочных комбайнов. Таким образом,

_ * - 2

суммарное время уборки тростника в блоке i e U Гг равно

Обозначим

Wfc-i+C 1 l*'t (Ь-О.У] (^
* i (

+ /J"1 [x\ (th-0, y] (tk-i)]}. (6.46)

Так же, как и раньше, заметим, что min в (6.46) может дости-
гаться в нескольких точках (т. е. работы могут заканчиваться
одновременно в нескольких блоках).

Обозначим далее через Th-i множество всех блоков типа
ik-u удовлетворяющих условию (6.46). Продолжая аналогич-
ным способом, мы дойдем до такого момента tm, когда число

B I - 1

элементов множества U Г; будет в точности равно п (т. е. об-

щему количеству блоков). Это означает, что работы во всех
блоках данной гранхи закончены.

Сделаем некоторые замечания. На каждом шаге процесса
tk-u &=0, ..., т, мы заново решали задачу (6.40), (6.41), или,
точнее говоря, ее модификацию (6.45). Поэтому для достиже-
ния максимальной производительности на отрезке времени
[th-\, th] нам было необходимо заново пересматривать весь по-
рядок использования рабочей силы и техники. Это могло при-
вести к перераспределению сил между блоками, на которых
работы еще не закончены. На самом деле такую возможность
следует рассматривать как чисто теоретическую, и на практике
для нахождения приближенно-оптимального решения достаточ-
но ограничиваться распределением лишь освободившейся ра-
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бочей силы и техники. С этой целью необходимо решать моди-
фицированную задачу (6.45), в которой вместо констант а, р
будут фигурировать лишь освободившиеся ресурсы. Пусть
[х] (th-2), у) (th-2)} —распределение рабочей силы и техники
по блокам к моменту 4-2- Тогда задача определения оптималь-
ного использования освободившейся рабочей силы и техники на
отрезке времени [h-i, h] сводится к нахождению

max S (Xili+уцц) (6.47)
fer*_s

при условиях

S ЛГГЧ- W 0 J < 2 [х * (tk-2) + wy * (7ft_2)},
_*-2 leu-» (6.48)

1=0

2 t/f< 2 y* (tk-2), Xi>0, y{>0,
_k~2 i<=Tk-2

i s U Ti
1-0

_*-г
Xi, yt — целые числа, t e |J Ti. Система ограничений (6.48) до-

i-o
статочно просто получается из (6.45). Заметим, что в правых
частях стоят ресурсы, освободившиеся после завершения ра-

к-2 _ _

бот в блоках te U Г*. Пусть {Xi(tk~i), yrftk-i)} — решение зада-

чи (6.47), (6.48). Положим _
X*. (th-i)=x'l (tk-2)+Xi(tk-l),

у] (tk-O=y'{ (tk-2)+y~i(th-O. (6.49)
Формула (6.49) и определяет распределение усилий по блокам
на отрезке времени [^-ь h].

§ в. ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
ЗАДАЧИ ПЕРСПЕКТИВНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ

При решении задач перспективного планирования по конеч-
ному результату сам конечный результат зачастую выбирается
исходя из решения некоторой оптимизационной задачи. В про-
цессе реализации плана естественным образом может возник-
нуть потребность повторной проверки оптимальности этого
конечного результата. В общем случае проверка необязательно
будет приводить к тому же решению, что и первоначальная оп-
тимизационная задача. Это обстоятельство ставит под сомнение
выбор целей развития, что, в свою очередь, нарушает устойчи-
вость процесса планирования.

Перейдем к строгой формулировке проблемы. Предположим,
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что состояние отраслей определяется вектором хе/? п и в на-
чальный момент отрасли находятся в состоянии хое7?п. Для
каждого состояния х0 определим вещественную функцию f(x0, x)
(функция f зависит от х0 как от параметра), которая опреде-
ляет качество состояния х относительно начального состоя-
ния х0. Обозначим через A(\0)czRn множество состояний отрас-
лей, которые достижимы из состояния Хо. Если пользоваться
терминологией предыдущих параграфов, то А (хо) — множест-
во состояний отраслей х сельского хозяйства, для которых су-
ществует план распределения капиталовложений и, такой, что
состояние х достигается из хо в некоторый момент t\, зависящий
от Хо и плана и. Предположим, что для каждой точки Xos/?H

достигается

max, f (хо, х) = f (х0, х"(х0)). <6.50)
хеЛ (х0)

Точка х(хо) может быть интерпретирована как наиболее пред-
почтительное состояние отраслей относительно состояния хо
по критерию f. Для- простоты мы будем предполагать, что
max в (6.50) достигается в одной единственной точке х(х0).
Предположим, что управляемая система x = g(x,u), xo=x(O),
ие£/с=/?г описывает развитие отраслей при различных управ-
ляющих воздействиях ыеС/. Предположим далее, что сущест-
вуют кусочно-непрерывное программное управление и(/) и
соответствующая траектория x(t), такие, что

x(t)-t(x(t). u ( 0 ) , х(О)=Хо, х(7,) =

в некоторый момент fi>0. Такое управление u(t) будем на-
зывать допустимым. Допустимых управлений может быть до-
статочно много (заметим, что момент t\ здесь не фиксируется).
Множество всех допустимых управлений обозначим через W.
Естественно поставить вспомогательную оптимизационную за-
дачу на множестве W. Например, можно потребовать, чтобы
развитие происходило в соответствии с программным управле-
нием u*(t), минимизирующим время перехода из состояния хп

в х(х0). Можно ставить задачу отыскания управления n*(t),
используя и. другие критерии.

Предположим для простоты, что существуют единственное
кусочно-программное управление u*(t) и соответствующая ему
оптимальная траектория x*.(t), переводящая точку хо в точку
х(хр) за минимальное время, и что развитие происходит в со-
ответствии с траекторией x*(t). Пусть т, 0 ^ T < ^ I (t\— первый
момент попадания траектории х*(х) в точку х(х 0)),— некото-
рый промежуточный момент, в который мы проверяем опти-
мальность «конечного результата» х(х0) относительно текущего
состояния х*(т). Если не делать никаких дополнительных пред-
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положений, то, вообще говоря, точка х(х0) не будет оптималь-
ной относительно х*(т).

О п р е д е л е н и е . Задача перспективного планирования
называется динамически устойчивой, если для всех X O ^ T ^ I

имеет место

max /(х*(т), х) - Д х * ( т ) . х(х*(т)),=/(х 0, х(х 0)), (6.51)
хеЛ(х*(т))

т.е. если max в (6.51) достигается в той же точке х(хо) =
=х(х*(т)) .

Выполнение условия (6.51) гарантирует динамическую ста-
бильность развития, при его выполнении отпадает необходи-
мость пересмотра первоначальных целей (выбранного в нача-
ле процесса конечного результата развития).

Очевидно, что в конкретных задачах динамическая устой-
чивость существенно зависит от вида функции f и характера
изменения множеств А(х*(х)), где 0 < t < f i . В задачах, так
часто встречающихся на практике при составлении перспектив-
ных планов развития по конечному результату, далеко не всег-
да учитывается необходимость динамической устойчивости про-
цессов планирования. Это приводит к бессистемному блужда-
нию от цели к цели и, как следствие, к невыполнению плано-
вых заданий.

Рассмотрим в качестве примера задачу планирования про-
изводства сахарного тростника- по регионам и видам из § 1, 2
настоящей главы.

Для определения перспективного плана (х~ц}, t = l , ..., m,
/ = 1, ..., п, производства сахара по регионам и видам сахарно-
го тростника решалась следующая задача:

min 2 2 ixii-Xij(to)]ci}

{xi}} ' i I 6 - 5 2 )

при условиях

2 2 ~хц*=А,
i i

t = l , .... m, / = 1 , .... n (6.53)
(функционал (6.52) имеет смысл затрат на переход из состояния
{*«(М) в состояние {хц}). Здесь t0 — момент начала пер-
спективного планирования; f(Xij(t0), х) = —S 2 (хц — xi}(t0)) x

Хсц; множество Л(х,,(/0)) определяется системой ограничений
(6.53) в задаче (6.52), (6.53); величины 1ц, A, ai}, xu(t0) явля-
ются константами задачи.

Пусть {хц} — перспективный план производства сахара по
регионам и видам сахарного тростника, получаемый из реше-
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ния задачи (6.52), (6.53). Перспективный план {xtj} существен-
но используется для формирования опорного плана распреде-
ления капиталовложений по регионам и видам сахарного трост-
ника по годам. При этом имеет место соотношение

где _

« < i W - I S fr,_x- (to)]A,, c(t),
i i

Предположим, что при развитии вдоль траектории х*. (t) точка
Xij достигается в момент t\. Предположим также, что в момент
?, *о<*'<*ь возникла потребность пересмотра целей развития,
и поставим задачу нахождения нового перспективного плана
{х^} относительно состояния {хц (?)}, t = l , ..., т, / = 1 , ..., п.
С этой целью рассмотрим промежуточную оптимизационную
задачу

mi.n 2 2 [Xij-x*! (О]с« ( 6 5 4 )

при условиях

2 2 хц=А, Xi}>xlj (/'), aij^Xij^bij, Xij^O, i=l, ..., m,

/=1 n. (6.55)
Здесь

*',,(tO = xi}(to)+ Д Ax], (th)=x]t(t0) +

+ '2 Ьп
,-*; . (tk)]c(th)

' • (6.56)

Подставляя выражение (6.56) в (6.54), получаем

у v (у v. п\ V
i I i

= S 2

_ S 2 2 v _ - . , . , . , . c,j. (6.57)
< / '„-0 £ I [ATU--* (f*)]/>-u

i / U

Заметим, что вычитаемое в правой части (6.57) не зависит от
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переменных хц, по которым берется min в (6.54). Поэтому оно
может рассматриваться как некоторая константа В. Задача
таким образом сводится к нахождению минимума выражения
S 2 [ХЦ—Xij(to)]Cij + B при условиях (6.55).

Мы видим, что целевая функция в задаче (6.54) при опор-
ном плане развития отличается от целевой функции задачи
(6.52) лишь постоянным слагаемым. Заметим также, что с воз-
растанием f в интервале [to, t\] функции x*tj(t') возрастают.
Следовательно, множества A(x"{j (t')) убывают по включению.

При этом для всех fe[f 0 , *i] {х~ц)&А(х'.. (t')). Отсюда сле-
дует, что точка минимума функции (6.54) при ограничениях
(6.55) х~ц=~Хц(х*. (У)) не зависит от /'. Тем самым динамичес-
кая устойчивость процесса планирования доказана.

Это означает, что в процессе развития производства сахар-
ного тростника по регионам и видам согласно опорному пла-
ну директивные органы не будут иметь основания для откло-
нений от выбранных в начале заданий хц(хо), определенных
на конец периода длительного планирования.

Мы привели простейшие математические модели развития
сельскохозяйственного производства, учитывающие основные
балансовые соотношения между отраслями. Целью развития
являлось достижение конечного результата — запланированных
количественных показателей, задаваемых на конец периода
длительного планирования по всем отраслям сельскохозяйст-
венного производства. В основе рассмотренных математических
моделей лежит опорный план развития, для построения которо-
го требуется сравнительно небольшой объем исходных данных.
Из свойств опорного плана и линейности рассматриваемых мо-
делей следует, что в процессе движения к намеченному конеч-
ному результату балансовые соотношения между отраслями
сохраняются. Некоторое видоизменение первоначальной поста-
новки позволяет решать задачи регионального планирования
производства сельскохозяйственной продукции.

Важным аспектом долгосрочного планирования является
динамическая устойчивость процесса развития. В общем слу-
чае из-за зависимости принципа оптимальности от начальных
условий она может нарушаться, однако нами показано, что при
развитии отраслей согласно опорному плану она всегда имеет
место.
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В 1986 г. ВЫПУСКАЕТ В СВЕТ

Вопросы экологии и охраны природы. Вып. 2: Сб. статей/Под
ред. Барабаиова В. Ф.—Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1986.—10 л.—
1 р. 50 к.

В статьях сборника рассматриваются вопросы интенсификации
сельского хозяйства, рекультивации земель Северо-Запада РСФСР,
действия пестицидов и гербицидов на растения, воспроизводства и
рационального использования лесных ресурсов и др. Приводится
аннотированный указатель работ по вопросам экологии и охраны
природы, опубликованных учеными ЛГУ.
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переменного и ее приложения: Учеб. пособие.— Л.: Изд-во Ленингр.
ун-та, 1986.—15 л.—50 к.

В учебном пособии изложены вопросы построения теории функ-
ций комплексного переменного и методы се применения. Освещены
основные принципы теории конформных отображений. Для постро-
ения решения краевых задач Римана и Гильберта использован
аппарат теории интеграла типа Коши. Сформулированы и решены
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ний идеальной несжимаемой жидкости.

Для студентов и аспирантов математико-механических факуль-
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